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 بسم الله الرحمن الرحیم
 فهرست مطالب

 

 : مقدمهفصل اول

 یک بعدی پایا  فصل دوم : انتقال حرارت هدایتی

 پایا بعدی چند یفصل سوم: انتقال حرارت هدایت

 ناپایا یفصل چهارم: انتقال حرارت هدایت

 )جریان خارجی( انتقال حرارت جابجاییاصول فصل پنجم: 

 اصول انتقال حرارت جابجایی )جریان داخلی(فصل ششم: 

 مقدمهفصل اول : 

 انتقال یک نوع خاصی از انرژی ) انرژی حرارتی یا گرمایی (  میزانو  نحوهی  ست از مطالعها موضوع درس انتقال حرارت عبارت :انتقال حرارت -

 :ی حرارت به سه صورت منتقل می شودبه طور کل انتقال حرارت: (Mode)سه طریق  -

 ( : Conduction Heat Transfer ی )یا رسانای یانتقال حرارت هدایت - 1

  دهد. ها در صورتی که ساکن باشند رخ میاین نوع انتقال حرارت در جامدات و نیز در مایعات و گاز

 

T1 > T2        ,        q = −kA
∆T

∆L
        ,        

q

A
 ∝  
∂T

∂x
 

 

 ( : Convection Heat Transfer ی )ا همرفتی جابجاییانتقال حرارت  - 2

  ( است. مایع یا گاز ت از )به( یک سطح توسط یک سیال )انتقال حرار

T1 T2 
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Tw > T∞            q = hA (Tw − T∞) 

 

شود که در مجاورت هوای ساکن قرار گیرد. در این صورت  تر از زمانی سرد می ، سریعقرار بگیرد داغ فلزی در مقابل یک فن ی وقتی یک صفحه

 جا شده است.ه ب جاگوییم که حرارت  می

 :(  Radiation Heat Transfer شی یا تشعشعی )تابانتقال حرارت به صورت  - 3

                     تنها شکل انتقال حرارت است که برای نشر و انتقال به محیط مادی نیاز ندارد.  

qمکانیزم این انتقال حرارت تشعشع الکترومغناطیسی است.                  = σAT4 

 

 روش های مختلف انتقال حرارت

……………………………………………………………………………………………………………… 

 : یک بعدی ( سیستم حرارتی )

⏟qx حرارت منتقل شده در واحد زمان از طریق هدایت دیگر به عبارتی انتقال حرارت هدایتی یا
x در جهت

≡   

 

Tw 

T∞ 
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 انتقال حرارت از دیواره

 

qx ∝ A , ∆T ,
1

∆x
         ,         qx = −kA

∂T

∂x
         ,        Fourier′s   law 

k ایت برای جسم یا محیط مورد نظر (ضریب انتقال حرارت از طریق هد به نام ضریب هدایت حرارتی جسم ) : ضریب تناسب (Thermal 

Conductivity) 

A گیرد. ورای آن انتقال حرارت صورت می از : سطحی که 

x امتداد مورد نظر : 

∂T

∂x
 )کند.تواند تغییر  به این دلیل است که دما در حالت کلی در جهات دیگر نیز می (∂  x: گرادیان دما در امتداد  

 شود. انرژی همیشه از منبع گرم به سرد منتقل می: جهت رعایت اصل دوم ترمودینامیک است. زیرا  -

∆T .منفی است پس باید در یک منفی ضرب شود 

k  ویسکوزیته و .، ضریب حرارتیگالیچبا اجسام است مانند یکی از خصوصیات فیزیکی محیط ، . . 

k           : تابعی از دما است و واحد آن                      ,       British ∶
Btu

hr.ft. °F⏟
or R

 SI ∶
j

s.m. K
or °C

 

 k = aT + b      به صورت خطی است. معمولا از دما kتابعیت 

 ( در نظر گرفت.ثابت )مقدار متوسطتوان آن را  ی دمای پایین می ولی در یک محدوده

k شود. یعنی در عایق حرارت خوب منتقل نمی ( بسیار کم است. ها پلاستیک ها ) برای فلزات زیاد و برای عایق 

k ولی اجسامی وجود دارند که خصوصیات فیزیکی آن ها از جمله ، فلزات و بسیاری از اجسام در سه جهت یکسان و مساوی استk  در سه جهت

 لایه لایه دارد. زیرا ساختار ؛یکسان نیست . مثل گرافیت

A q 

T T+∆T 

x 
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در جدول زیر ضریب هدایت حرارتی برخی مواد ذکر  پلیمر هایی ساخته شده که خصوصیت آن ها در یک جهت با جهات دیگر کاملا متفاوت است.

 شده است.

Aluminium   ∶    202      
j

s.m. °C
 Copper           ∶    380     

j

s.m. °C
 Silver               ∶    410     

j

s.m. °C
 

S. Steel           ∶    14         
j

s.m. °C
 Lead (Plumb) ∶  35         

j

s.m. °C
 Iron                ∶    79        

j

s.m. °C
 

Air                 ∶   0.024    
j

s.m. °C
 Water          ∶  0.56      

j

s.m. °C
 Wood             ∶    0.1        

j

s. m. °C
 

 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 نظریات موجود در مورد نحوه ی انتقال حرارت هدایتی در جامدات :

خود را به مولکول همسایه منتقل ا اتم انرژی جنبشی ) حرارتی ( یبه عبارتی هر مولکول  ( : ای ارتعاشات شبکهنظریه نوسانات مولکولی )  - 1

 کند. می

سامی که رسانایی الکتریکی خوبی دارند ) فلزات ( رسانایی حرارتی خوبی هم تجربه نشان داده که تمام اج : های آزاد ی الکترون نظریه – 2

 حرارت را به عهده دارند. به این ترتیب که برای اجسام مختلف نسبت رسانایی الکتریکی به انتقال های آزاد نقش در این نظریه الکترون دارند.

های  ارتی هادیعب بهتقریبا ثابتی است. اکثر مواد ) به جز موارد استثنا ( مقدار و مشاهده کردند که تقریبا برای  رسانایی حرارتی را محاسبه کردند

از  "پنجره و در"های خوب الکتریکی هم هستند. پس بهتر است به جای آهن و آلومینیوم در  هادی، خوب حرارتی مثل مس، آلومینیوم و آهن

PVC .استفاده کنیم 

 ی انتقال حرارت به صورت هدایت است. ، نحوههنگامی که ساکن ) محبوس ( باشند در مایعات و گازها

-حبس شده یکی از بهترین عایقی هوای . لایهاست رنگگازها خیلی کمی در مایعات و ول گیردآسانی صورت میدر جامدات به  حرارتی هدایت

 .است ) همرفت ( ، انتقال حرارت به صورت جابجاییو مایعات چون معمولا حرکت دارند هاست. در گازها

……………………………………………………………………………………………………………… 

 : هدایتی ترارمعادلات کلی انتقال ح

 جامد را در سه بعد در نظر بگیرید ) مختصات کارتزین (یک المان مکعبی از یک جسم 

 q̇انرژی حرارتی تولید شده در واحد حجم : 

 ، انرژی حرارتی تولید می شود.عبورکننده از جسم رسانا برق توسطمثلا 
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 المان حجم برای تحلیل انتقال حرارت هدایت سه بعدی در مختصات کارتزین

 موازنه انرژی :

 تجمع انرژی حرارتی در المان +انرژی حرارتی خروجی از المان=  ورودی به المان  + انرژی حرارتی تولید شده در المانانرژی حرارتی 

Accumulation                 Output                      Generation                        Input 

(qx + qy + qz) + q̇(dxdydz) − (qx+dx + qy+dy + qz+dz) =
dE

dt
  = ρ(dxdydz)Cp

∂T

∂t
 

m )دهد. د را به صورت افزایش دما نشان میافزایش انرژی در المان خو = ρdxdydz)     (
dE

dt
= mCp∆T) 

 کند. و نسبت به زمان تغییر نمی وجود داردها در معادله  ثابت بوده و مقادیر متوسط آن Cpو  ρ متداولدمای  اتبرای تغییر -

qx = −k A⏟
dydz

∂T

∂x
 |x  →  qx+dx = −k(dydz)

∂T

∂x
 |x+dx 

→ qx+dx = −k(dydz) [
∂T

∂x
+
∂

∂x
(
∂T

∂x
) dx] 

→ qx+dx = −k(dydz)
∂T

∂x⏟        
qx

+
∂

∂x
[−k(dydz)

∂T

∂x
]

⏟          
dqx

dx  

→ qx+dx = qx + dqx 

(k )در تمام جهات یکی است 

qy = −k(dxdz)
∂T

∂y
,              qy+dy = − [k 

∂T

∂y
+

∂

∂y
(k

∂T

∂y
) dy] dxdz 

qz = −k(dydx)
∂T

∂z
,              qz+dz = −[k

∂T

∂z
+

∂

∂z
(k

∂T

∂z
) dz] dxdy 

 موازنه انرژی :

∂

∂x
(k
∂T

∂x
) +

∂

∂y
(k
∂T

∂y
) +

∂

∂z
(k
∂T

∂z
) + q̇ =  ρ. Cp

∂T

∂t
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 در سه بعد یکسان باشد : kبعد در مختصات کارتزین با فرض اینکه  3تی در هدایانتقال حرارت  ی معادله

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
+
q̇

k
=
1

α
.
∂T

∂t
          ,          ( α⏟

ضریب نفوذپذیری حرارتی

=
k

ρ. Cp
)       𝛼 [

𝑚2

𝑠
] 

 رسند. )پایا( می Steady Stateها بیشتر است. یعنی زودتر به حالت  حرارتی در آن ، نفوذ پذیریکمتری دارند ρیا  Cpاجسامی که ، ثابت kدر 

 حالات ساده معادله کلی انتقال حرارت هدایتی :

 ، بدون منبع انرژی در داخل جسمنتقال حرارت هدایتی یک بعدی پایاا - 1

q̇ = 0  ,
∂

∂t
= 0  ,

∂

∂y
=
∂

∂z
= 0  →

∂2T

∂x2
=
d2T

dx2
= 0 

 ، بدون منبع انرژی در داخل جسمبعدی پایا 2انتقال حرارت هدایتی  - 2

q̇ = 0  ,
∂

∂t
= 0       ,     

∂

∂z
= 0  →  

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0 

 بعدی ناپایا ، بدون منبع انرژی در داخل جسم 1انتقال حرارت هدایتی  - 3

q̇ = 0    ,
∂

∂y
=
∂

∂z
= 0   →

∂2T

∂x2
−
1

α
.
∂T

∂t
= 0 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 :ای و کروی در مختصات استوانه در سه بعد کلی انتقال حرارت معادلات

 

,r)  :  ات استوانه ایمختص z, φ)    

(
∂2T

∂r2
+
1

r
.
∂T

∂r
) + (

1

r2
.
∂2T

∂φ2
) + (

∂2T

∂z2
) +

q̇

k
=
1

α
.
∂T

∂t
    

 مختصات کروی: 

1

r
.
∂2

∂r2
(rT) +

1

r2 sin θ
 .
∂

∂θ
(sin θ

∂T

∂θ
) +

1

r2sin2θ
.
∂2T

∂φ2
+ (
q̇

k
) =

1

α
.
∂T

∂t
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 یک بعدی پایا هدایتی فصل دوم : انتقال حرارت

s. s →   
∂

∂t
= 0    →     

∂2T

∂x2
=
d2T

dx2
= 0   →   

dT

dx
= cte 

 T = ax + b .  خطی است xیعنی تغییرات دما بر حسب 

→
dT

dx
=
∆T

∆x
 

q   همیشه مقداری ثابت استاز طرفی طبق رابطه ی فوریه    = −kA
dT

dx
 ←

∆T

∆x⏟
ثابت

= −
q

k⏟

ثابت

A⏟

ثابت

. 

 

q = −kA
∆T

∆x
=  −

∆T

∆x
kA

=
−(T2 − T1)

∆x
kA

=
T1 − T2
∆x
kA

=
T1 − T2
Rth

 

Thermal  Resistance      مقاومت هدایتی حرارتی  ∶   Rth =
∆x⏞

ضخامت دیواره

k A⏟
سطح

انتقال

حرارت

 

∶ قانون اهم برای سیستم الکتریکی   I =
∆v

R
=
v1 − v2
R

        ,       R = ρ0⏟
مقاومت

ویژه

.
∆l⏞

طول سیم

A⏟
سطح سیم

 

 

q  در انتقال حرارت مشابه جریان(I) .در الکتریسیته است 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 ی چند لایه : انتقال حرارت هدایتی یک بعدی پایا در یک دیواره 

، تجمع حرارتی نداریم ، بنابراین ، در حالت  دیوارمخصوص به خود دارد ، چون در داخل  kیک دیوار چند لایه را در نظر بگیرید که هر لایه یک 

 ثابت است. 4به وجه  1از وجه پایا ، حرارت منتقل شده 
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 (1)                 q = −kA.
dT

dx
=
T1−T2
∆xA
kAA

 

(2)                                        =
T2−T3
∆xB
kBA

 

(3)                                        =
T3−T4
∆xC
kCA

 

                   (4)                        =
T1−T4

∆xA
kAA

+
∆xB
kBA

+
∆xC
kCA

=  
∆Ttot

∑RTh
           

  ∑RTh  :به عبارتی معادل مقاومت کل در الکتریسیته است. .ا که به صورت سری قرار گرفته اندمجموع مقاومت هایی که در سر راه این دو دم 

تر نمود. و یا اینکه از عایق مناسب تر با  ها را ضخیم ، باید دیوارهباشدثابت  T4و  T1اگر بخواهیم اتلاف حرارتی دیوار را کاهش دهیم در صورتی که 

k .در حالت کلی  کمتر استفاده کنیمq  با اینکه تغییرات  ؛دیوار متفاوت است 3ولی تغییرات دما در هر  ،گذرد با هم برابر است دیوار می 3که از

 دما خطی است.

  نمایید.مثال : مقاومت حرارتی معادل در دیواره ی مرکب زیر را محاسبه 

 

 

 

 

 

  :قاعده ریاضیک ی
𝑎

𝑏
=
𝑐

𝑑
=
𝑒

𝑓
=
𝑎+𝑐+𝑒

𝑏+𝑑+𝑓
 

q 
q 
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……………………………………………………………………………………………………………… 

 جابجاییی بر انتقال حرارت به صورت ا مقدمه(Convection Heat Transfer: ) 

 نوع است: 2است  و خود بر ( ، توسط یک سیال ) گاز یا مایع ، انتقال حرارت از )به( یک سطحجابجاییانتقال به صورت 

 : (Free or Natural convection) آزاد یا طبیعی    جابجایی -1

)مثل گرم شدن هوای  .و سبک شدن جریان می یابد گالیچمکانیکی و فقط به دلیل اختلاف  اده از هیچ گونه وسیلهکه در آن سیال بدون استف

 (ادیاتورراتاق توسط 

P∆ :   اختلاف فشاری که باعث حرکت سیال می شود  = (ρcold − ρhot) g. h 

 

 گرمایش هوا بوسیله نوعی بخاری برقی )مثالی از جابجایی آزاد(

 ( :Forced Convection)    اجباری   جابجایی -2

 اجباری گویند. )مثل فن کویل(  جابجایی، آن را شوددمیده ی مکانیکی  با یک وسیله جابجاییاگر سیال مورد استفاده در 

 

 استفاده از فن )مثالی از جابجایی اجباری(خنک کردن لوازم الکترونیکی با 

 آزاد جابجاییراندمان انتقال حرارت در  >اجباری  جابجاییراندمان انتقال حرارت در 

……………………………………………………………………………………………………………… 
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 پروفیل سرعت :

 

به  ،کند ای از مولکول ها حرکت می به صورت مجموعهسیال  ی چسبیده به سطح آن قدر نازک است که پیدا کردن تغییرات دما مشکل است. لایه

است ولی ریشه انتقال حرارت  جابجاییانتقال حرارت کلی بین سیال و صفحه  کند. م ایجاد میپس حرکت مولکول ها تلاط .مولکولیدلیل پیوند 

 ، اولین بارجابجاییی انتقال حرارت از طریق  رابطه دارند.ها نقش انتقال حرارت را به عهده  بسته هم ، در بالای زیر لایه .، هدایت است جابجاییدر 

 توسط نیوتن به صورت زیر بیان شد :

q ∝ A, ∆T →   q = h. A (Tw − T∞)   →   q =
Tw − T∞
1
hA

=
Tw − T∞
RTh

⏟                                
𝐍𝐞𝐰𝐭𝐨𝐧’𝐬  𝐜𝐨𝐨𝐥𝐢𝐧𝐠 𝐥𝐚𝐰                     قانون سرمایش نیوتن

 

RTh مقاومت حرارتی جابجایی : 

q : میزان حرارت منتقل شده از جداره به سیال در واحد زمان 

A  اس جداره و سیال (تم: سطح انتقال حرارت ) سطح 

Tw دمای جداره : 

T∞  سیال (حجمی  : دمای بالک سیال ) دمای 

h  آزاد یا اجباری( بین جداره و سیال  جابجایی: ضریب تناسب ، ضریب انتقال حرارت از طریق(
j

s.m2.℃
=

w

m2.℃
 

 : موارد زیر است بعتا hضریب 

 (1) ( گرمای ویژه و نیز ضریب هدایت حرارتی سیال گالیچخواص فیزیکی سیال ،k )... و 

h کند.  میتر و سریعتر حرارت را منتقل  هاست. پس راحت ها در مایعات بیشتر از گاز مایعات معمولا بیشتر از گازهاست. زیرا تجمع مولکول 

 ، سرعت سیال و ...(سیال ) ویسکوزیتهخواص دینامیکی ( 2)

 جابجایی طبیعی >برای جابجایی اجباری  h. به عبارتی بیشتر است h، چه سرعت سیال بیشتر باشد ره

h ی آن آمده است. روابط تجربی مختلفی جهت محاسبه 6و  5 شود و در فصولبه صورت تجربی تعیین می 

……………………………………………………………………………………………………………… 

و دمای اتاق  ℃𝟓−مثال : دیواری متشکل از سه لایه آجر ، سیمان و گچ ، اتاقی را از محیط بیرون جدا می کند. دمای محیط بیرون 

می باشد. مطلوب است میزان حرارت انتقال یافته از ورای واحد سطح دیوار به شرطی که ضخامت لایه های مختلف به شرح  ℃𝟐𝟎

 زیر باشد.
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∆𝐱 (آجر)     = 𝟏𝟓 𝐜𝐦               𝐤 (آجر)     = 𝟎. 𝟔𝟗
𝐰

𝐦.℃
 

∆𝐱 (سیمان) = 𝟓𝐜𝐦                  𝐤 (سیمان) = 𝟎. 𝟐𝟗
𝐰

𝐦.℃
 

∆𝐱 (گچ)       = 𝟐𝐜𝐦                  𝐤 (گچ)      = 𝟎. 𝟒𝟖
𝐰

𝐦.℃
 

𝐡𝐢    داخلی = 𝟖
𝐰

𝐦𝟐. ℃
𝐓𝐢 اتاق                   = 𝟐𝟎℃ 

𝐡𝟎  خارجی = 𝟐𝟎 
𝐰

𝐦𝟐.℃
𝐓𝐜  بیرون           = −𝟓℃ 

 

 

 ∶ در حالت پایا

q = hiA(Ti − T1) = k1A
T1 − T2
∆x1

= k2A
T2 − T3
∆x2

= k3A
T3 − T4
∆x3

= h0A(T4 − T0) 

q =
Ti − T1
1
hiA⏟

مقاومت جا به جایی

=
T1 − T2
∆x1
k1A⏟
 

=
T2 − T3
∆x2
k2A⏟
 

=
T3 − T4
∆x3
k3A⏟
 

=
T4 − T0
1
h0A⏟

مقاومت جا به جایی

=
Ti − T0
∑Rth

 

 مقاومت هدایتی                      

A) در واحد سطح = 1) ∶ 

q =
∆Tکل

∑Rth
=

20 − (−5)

1
8 × 1 +

0.02
0.48 × 1 +

0.05
0.29 × 1 +

0.15
0.69 × 1 +

1
20 × 1

= 41.22 (w) 

q =
20 − T1
1

8 × 1

= 41.2                                →    T1 = 14.85℃ 

q =
T1 − T2
∆x1
k1A

=
14.85 − T2
0.02

0.48 × 1

= 41.2     →    T2 = 13.13℃ 

q =  
T2 − T3
∆x2
k2A

=
13.13 − T3
0.05

0.29 × 1

= 41.2  →   T3 = 6.02℃ 

q =
T3 − T4
∆x3
k3A

=
T4 − (−5)

1
20 × 1

= 41.2    →    T4 = −2.9℃ 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 



12 
 

 : ضریب انتقال حرارت برای سیستم تلفیقی

 

 را می توان به صورت زیر نوشت : q، هستند جابجاییی که تلفیقی از هدایت و یبرای سیستم ها

کارتزین ∶ q =
Ti − T0

1
hiA

+ ∑
∆xj
kjA

+
1
h0A

=
1

1
hi
+ ∑

∆xj
kj
+
1
h0

. A(Ti − T0)          (∗) 

              q = U. A(Ti − T0)                                                                               (∗∗) 

(∗∗) و (∗)    ⟹   U =
1

1
hi
+ ∑

∆xj
kj
+
1
h0

 

U :  ضریب کلی انتقال حرارت و واحد آن همان واحدh .است (Overall Heat Transfer Coefficient) 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 : ) تعیین پروفیل دما ( Lانتقال حرارت هدایتی پایا در جهت شعاع در یک استوانه با طول 

 را در نظر بگیرید : roو شعاع خارجی  riی تو خالی طویل با شعاع داخلی  یک استوانه
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qr   فوریه = −k Ar⏟
سطح

جانبی

استوانه

dT

dr
= −k (2πrL)

dT

dr
            

s.s
→ ∶ qr = cte →   

qr

2πKL
.
dr

r
= −dT 

→ 
qr

2πkL
. ∫

dr

r

r0

ri
= −∫ dT

T0

Ti
      →     q =

Ti−T0

Ln
ro
ri

2πkL

=
Ti−T0

Rth
 ,                      Rth =

Ln
ro
ri

2πkL
 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 تو در تو : ی تعمیم برای چند لایه

 

q =
T1 − Tn
∑Rth

=
T1 − Tn

Ln
r2
r1

2πk1L
+ 
Ln
r3
r2

2πk2L
+⋯+

Ln
rn
rn−1

2πkn−1L

 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 در یک لوله : کلی اتلاف حرارت 

 

 یک لوله استوانه ای در انتقال حرارت

q =  
Ti − T0

1
ℎiAi

+ 
Ln
r2
r1

2πkL
+

1
hoAo

=⏞
×Ai 1

1
hi
+ 
Ai Ln

r2
r1

2πkL
+
Ai
hoAi

. Ai(Ti − T0) 
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= Ui. Ai(Ti − To)             = Uo. Ao(Ti − To) 

Ui ضریب کلی انتقال حرارت بر مبنای سطح داخلی : 

Uo ضریب کلی انتقال حرارت بر مبنای سطح خارجی : 

Ui. Ai = Uo. Ao    →  Ui = Uo.
Ao
Ai
    →   Ui ≠ Uo 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 ورت هدایت در جهت شعاع در یک کره:انتقال حرارت پایا به ص

 

𝐪 یک بعدی =
𝐓𝐢 − 𝐓𝐨
𝟏
𝐫𝐢
−
𝟏
𝐫𝐨

𝟒𝛑𝐤

 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 ( ضخامت  ) رانی عایق بحشعاع(Critical Thickness of insulation: ) 

Rth) . بنابراین مقاومتشان در برابر انتقال حرارتکمی دارند k، عایق ها =
∆x

kA
 زیاد است. (

 گیریم که روی آن عایق است. میای را در نظر  طبق تعریف لوله

 

Ti  در سطح داخلی عایق: دما 

T∞ دمای محیط یا سیال اطراف عایق : 

Tw دما در سطح بیرونی عایق : 

q =
Ti − Tw

Ln
ro
ri

2πkL

= h. A (Tw − T∞) =
(Tw − T∞)

1
hA

=
(Ti − T∞)

∑Rth
=

Ti − T∞

Ln
ro
ri

2πkL
+

1
h(2πroL)

 

  :  
q

L
=
2π(Ti−T∞)

Ln
ro
ri
k
+

1

h.ro

 اتلاف حرارتی بر واحد طول  
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 اثر مخالف دارد : 2مت عایق ضخاافزایش  .ولی اینطور نیست ،با افزایش ضخامت عایق ، باید کاهش انتقال )افت( حرارت داشته باشیمظاهرا 

 شود. + افزایش ضخامت باعث افزایش مقاومت هدایتی شده و انتقال حرارت کمتر می

        ⏟سطح خارجی عایقافزایش ضخامت باعث افزایش -
A

qی  و طبق رابطهشده    = hA (Tw − T∞) شود. ، انتقال حرارت بیشتر می 

 را داریم؟ qminیا  ro  ،qmaxدر چه مقداری از 

d(
q
L⁄ )

dro
= 0   ⟹  

−2π(Ti − T∞) (
−h
ro2h2

+
1
ri⁄

ro
h⁄
.
1
k
)

(
Ln
ro
ri⁄

k
+
1
h. ro

)

2 = 0 

         شعاع بحرانی عایقیا ضخامت 
1

ro.k
−

1

ro2h
= 0     →   ro = rc =

k

h
 

 ، باید مشتق دوم بگیریم : Minاست یا  Maxکه بدانیم این شعاع بحرانی  برای این

d2(
q
L⁄ )

dro2
|ro=rc = 0 ⟹ −2π(Ti − T∞)

(
k
h. ro

+ Ln
ro
ri
) (
2k
roh

− 1) − 2 (1 −
k
hro
)
2

1
roh
(
k
h
+ n Ln

ro
ri
)
3 |r=rc   

         =  − 2π(Ti − T∞)⏟        
> 0

h2

k

⏞
> 0

(1 + ln
ro
ri
)
2

⏟        
> 0

 < 0 

 .زیرا اتلاف حرارتی زیادی داریم .است و این بدترین حالت است q،  Maxپس مقدار  ،این مقدار همیشه منفی است

rc              را به دست می آوریم.   rرا از جداول می خوانیم و مقدار  hو  kمقادیر  ترسیم: = r =
k

h
کمتر  rc از در حالتی که شعاع لوله . 

 بیشتر باشد. rc برای اینکه اتلاف حرارت کمتر باشد شعاع باید از  .باشد، با افزایش ضخامت عایق، تلفات حرارتی بیشتر خواهد شد

 

 انتقال حرارت بر حسب شعاع عایقتغییرات 
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ی لاستیک روی آن  در سیم برق است. در سیم برق لایههدف از نصب عایق، کاهش افت حرارتی است، ولی یک مورد استثنا هم داریم؛ و آن  عمدتاً

تنظیم شود. زیرا اگر حرارت بالا رود و دفع نشود، سیم ذوب می شود. پس سیم باید طوری باشد که  qmaxطوری باید باشد که شعاع آن روی 

 بیشترین اتلاف حرارتی را داشته باشد.

....................................................................................................................................... 

rcکره:بحرانی ضخامت شعاع  =
2k

h
 

....................................................................................................................................... 

3500 جابجاییجریان دارد به طوری که ضریب انتقال حرارت   cm 2.5درون لوله ای به قطر  ℃50مثال : آب در دمای 
𝑤

𝑚2℃
است. لوله  

16است و ضریب هدایت حرارتی آن  mm 0.8 دارای ضخامت 
𝑤

𝑚℃
آزاد با مقدار ضریب  جابجاییدر بیرون لوله حرارت به واسطه ی  .است  

ℎ0جابجایی  = 7.6
𝑤

𝑚2℃
را محاسبه  ℃20ضریب کلی انتقال حرارت و افت حرارت در واحد طول به محیط بیرون با دمای  .تلف می شود  

 کنید.

Ri =
1

hiAi
=

1

3500π(0.025)(1)
= 0.00364 

℃

w
 

Rt =
Ln
do
di

2πKL
=
Ln (

0.0266
0.025

)

2π16(1)
= 0.00062 

℃

w
 

Ro =
1

hoAo
=

1

7.6(π)(0.0266)(1)
= 1.575 

℃

w⏟      

بزرگتر از همه

تعیین کننده

 

q =
∆T

∑R
= uoAo∆T ⟹ uo =

1

Ao∑R
=

1

π(0.0266)[…+⋯ + ⋯ ]
= 7.577 

w

m2℃
 

q = AoUo∆T = (7.577)(π)(0.0266)(1)(50 − 20) = 19 w 

 چون مقاومت خارجی بزرگ تر اس

 

 ت، پس برای ما تعیین کننده است.

....................................................................................................................................... 

3 جابجاییبا ضریب  ℃20مثال : شعاع بحرانی عایق برای آزبست که در معرض هوای اتاق در دمای 
𝑤

𝑚2℃
قرار دارد را محاسبه کنید؟ افت  

هنگامی که توسط عایق با شعاع بحرانی پوشیده شده و در حالتی که بدون عایق است را  ℃200در دمای  cm 5 ی به قطر احرارت از لوله 

 محاسبه کنید.

Kآزبست = 0.17 
w

m. °K
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rc =
K

h
=
0.17

3
= 0.0567 m = 5.67 > 2.5 

q

L
=

2π (200 − 20)

Ln 5.67/2.5
0.17 +

1
(0.0567)3

= 105.7
w

m
 

q

L
= h(2πr)(Ti − To) = 3 × 2π (0.029)(200 − 20) = 84.8 

w

m
 

K  فایبر گلاس = K = 0.04 
w

m2℃
 

rc =
k

h
=
0.04

3
= 0.0133 = 1.33 < 2.5 

 

....................................................................................................................................... 

 توزیع دمای پایا به صورت هدایت در داخل دیواره، همراه با یک منبع حرارتی 

 q̇شود.  میکند و در داخل آن حرارت تولید میاز داخل دیوار برق عبور 

x .بسیار ناچیز است 

 

s. s →
dT

dt
= 0 

 در این سیستم تولید می شود.  q̇جسم همگن است؛ یعنی در سه امتداد تقارن فیزیکی داریم و حرارت نیز با شدت -

 هدایت حرارتی داریم. xبسیار زیاد است . پس فقط در جهت  zو  yامتداد  -

سطح جانبی خارج  2کند. در نتیجه تمام انرژی تولید شده در جسم از  حرارت پایا است. یعنی هیچ پارامتری نسبت به زمان تغییر نمیانتقال  -

 (TO)شود و دما در وسط دیواره از همه جا بالاتر است.  می

 در وسط حرارت تولید می شود و از دو طرف خارج می شود. -

 ست اما خطی نیست.نمودار دما در دیواره قرینه ا -
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 را در وسط دیواره اختیار می کنیم. أمبد -

......................................................................... 

 :نوشتن موازنه ی انرژی در حالت پایا بر روی المان تغییرات دما :

 + انرژی حرارتی وارده به المان از سمت چپ انرژی حرارتی تولید شده در المان =انرژی حرارتی خارج شده از المان از سمت راست 

qx + 𝑞̇(Adx) = qx+dx 

−kA
dT

dx
|x + 𝑞̇(Adx) =  −kA

dT

dx
|x +

d

dx
 (−kA

dT

dx
) dx 

𝑞̇ = −k
d2T

dx2
      ⟹    

d2T

dx2
= −

𝑞̇

k
 

انتگرال
→   

dT

dx
= −

𝑞̇

k
x + c1   →   T = −

𝑞̇

2k
x2 + c1x + c2 

 در صورتی که مبدا مختصات در سمت چپ و گوشه باشد : c1 و c2برای پیدا کردن 

B. C ∶ {
x = 0    →    T = Tw  
x = 2L  →    T = Tw   

→ {

c2 = Tw 

c1 =
𝑞̇𝐿

𝑘

             T = −
𝑞̇

2k
x2 +

𝑞̇L

k
x + Tw 

 شرایط مرزی در صورتی که مبدا مختصات وسط باشد :

B. C

{
  
 

  
 

x = 0 →

{
 

 T = Tc    →  c2 = Tc     → T − Tc = −𝑞̇
x2

2k
   (1)

dT

dx
= 0  

تقارن
→  c1 = 0                                                  

x = ±L  → T = Tw    
(1)
→   Tw − Tc = −𝑞̇

L2

2k
                     (2)

 

تقسیم 1 به 2
⇒         

T − Tc
Tw − Tc

= (
x

L
)
2

 

……………………………………………………………………………….. 

 توزیع دمای پایا به صورت هدایت در داخل استوانه ی توپر همراه با یک منبع حرارتی 

 

 است. rیادآوری : در یک لوله تو خالی هنگامی که پوسته ی داخلی و خارجی غیرهم دما باشند، تغییرات دما در جهت 
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 است. zدر یک میله هنگامی که دو سر میله غیر هم دما باشند، تغییرات دما در جهت  -

 است. تغییرات دما را بیابید. rسوال : استوانه ای توپر را در نظر بگیرید که جریان برق از وسط آن عبور می کند. تغییرات در جهت 

 بعد و مختصات استوانه ای : 3استفاده از معادله ی کلی در 

 

→
∂2T

dr2
+
1

r

dT

dr
+
𝑞̇

k
= 0 

r
d2T

dr2
+
dT

dr
= −

𝑞̇

k
r     →    

d

dr
(r
dT

dr
) = −

𝑞̇

k
r 

انتگرال
→   r

dT

dr
= −𝑞̇

r2

2k
+ c1 

انتگرال
→   T = −

𝑞̇

4k
 r2 + c1 Ln r + c2       (I) 

B.C : 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 (1)    r = 0  ⟶  

dT

dr
= (تقارن)   0    ⟶   c1 = 0                                                                                                            

  (2)  r = R   →   T = Tw → Tw = −𝑞̇
R2

4k
+ c2 →     c2 = Tw + q

.
R2

4k
 ⇒                                                          

 T − Tw =
𝑞̇

4k
 (R2 − r2)  (A)                

(3)  r = 0   → T = Tc   →  Tc − Tw =
𝑞̇

4k
R2     (A)                                                                                                       

 
(B) به  (A)تقسیم
⇒          

T − Tw
Tc − Tw

= 1 − (
r

R
)
2

 ,   with ∶  Tc = 𝑞̇
R2

4k
+ Tw

کل حرارت ایجاد شده در استوانه (4) =                                                                           کل حرارت خروجی از سطح بیرونی استوانه  

𝑞̇(πR2L) = −k(2πRL)
dT

dr
 |r=R       هدایت                                                                                                          

 

 کند. تفاوت در شرایط مرزی ایجاد می شود. هیچ فرقی نمی (1)* اگر استوانه تو خالی هم باشد ، حل مسئله تا معادله ی 

 

B. C {
(1)  r = ri    → T = Ti 
(2)  r = r0   → T = T0

 

………….…………….…………….…………….…………….……………………….…………….………… 
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19از یک سیم ساخته شده از فولاد ضد زنگ با ضریب هدایت A 200 مثال : جریانی معادل 
𝑤

𝑚℃
عبور می کند. مقاومت فولاد  mm 3به قطر  

Ω𝜇معادل  𝑐𝑚  70 4قرار گرفته است و مقدار ضریب انتقال حرارت  ℃110و طول سیم یک متر است. سیم در یک مایع با درجه حرارت
KW

m2℃
 

 است. درجه حرارت مرکز سیم را به دست آورید.

P = RI2 = q = hA(Tw − T∞)      𝐴 = 𝜋𝐷𝐿 مساحت جانبی استوانه 

R مقاومت سیم = ρ
L

A
=
70 × 10−6 × 100

π(0.15)2
= 0.099 Ω 

(200)2(0.099) = 4000π(3 × 10−3)(1)(Tw − 110) = 3960 w 

Tw = 215℃ 

محج حرارت تولید شده در واحد  ∶ p = q̇v    , q̇ =
3960

π(1.5 × 10−3)2(1)
= 560.2 

MW

m3
 

Tc =
q̇R2

4k
+ Tw =

(5.602 × 108)(1.5 × 10−3)2

4 × 19
+ 215 = 231.6℃ 

 

 

………….…………….…………….…………….…………….……………………….…………….………… 

 های هدایتی و جابجایی )سیستم تلفیقی( سیستم: 

و هدایتی با یکدیگر وجود دارند و در بعضی حالات به همراه فرم دیگر انتقال حرارت )تشعشع( همراه هستند. در  جابجاییهای  در عمل، سیستم

ای با سطح محدود داریم و برای اینکه  فرض کنید صفحه شود. ل حرارت هر چه سطح انتقال حرارت بیشتر شود، میزان انتقال حرارت بیشتر میاانتق

 شود. ی بهتر حرارت می ی دیگر به آن بچسبانیم. زائده باعث تخلیه یک صفحه دهیم، باید یک زائده یارا افزایش انتقال حرارت 

………….…………….…………….…………….…………….……………………….…………….………… 

 :ی انتقال حرارت یک بعدی پایا بدون منبع داخلی انرژی  مسئله تعیین پروفیل )تغییرات دما( در یک پره :

 qconvسطح هاشور خورده = 
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 ی انرژی : موازنه

 انرژی حرارتی ورودی به المان      = انرژی حرارتی خروجی از               +         انرژی که از سطح جانبی المان   

 از سمت چپ به صورت هدایت       شود              سمت راست المان به صورت هدایت  به محیط جا به جا می

qx = qx+dx + qconv     ⟹  −kA
dT

dx
|x = −kA

dT

dx
 |x+dx + h. A′(T − T∞) 

(A′  ی المان توسط سیال سطح تر شده=سطح تماس سیال با المان پره=گیرد صورت می جابجایی= سطحی که از آن) 

(A=zt ).سطح هدایت است 

−kA
dT

dx
|x = −kA

dT

dx
− kA

d2T

dx2
. dx + h(p. dx)(T − T∞) 

−kA
d2T

dx2
dx + hp. dx (T − T∞) = 0  ⟹   

d2T

dx2
−
hp

kA
(T − T∞) = 0 

(T−T∞=θ) تغییر متغیر
⇒              

d2θ

dx2
−
hp

kA
θ = 0      (

T∞ ثابت

dθ = dT
) 

   حل
→ {

θ = c1e
−mx + c2e

mx

m = √
hp

kA
                    

 

توان سه حالت و می ها متفاوت است شرایط مرزی چه باشند، مقادیر آن آیند و بر حسب اینکه از شرایط مرزی به دست می c1 و c2ثابت های 

 مختلف را در نظر گرفت:

 دمای انتهایی پره با دمای سیال برابر است. :پره بسیار زیاد است وقتی طولحالت اول: ( 1* )

  

} شرایط مرزی
at    x = ∞  

(T=T∞)
→       θ = 0 →   c2 = 0                                                             

at    x = 0   → T = T0    →    (θ = T − T∞)وT0 − T∞ = θ0  → c1 = θ0
                                  

 

⟹ 
θ

θ0
=

T−T∞

T0−T∞
= e−mx  (1) 

 نهایت خواهد شد : ( از پره با طول بیجابجاییبنابراین کل حرارت تخلیه شده )

q = ∫dq

q

0

= ∫h. p(T − T∞). dx

L

0
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xاز طرفی این مقدار حرارت همان حرارت ورودی به پره در  =  است. 0

 

q = −kA
dT

dx
|x=0 = −kA

dθ

dx
|x=0      

θ=θ0𝑒
−𝑚𝑥

→                 

dθ

dx
= −mθ0e

−mx      →    
dθ

dx
|x=0 = −mθ0e

−m(0) = −mθ0 

(qFin = kAmθ0    , m =  √
h.p

kA
)     or  

⟹ حرارت ورودی به پره  q =  √h̅pkA (T0 − T∞)    (2) 

را  h̅تابعی از دما باشد، باید در این معادله  hکند( ، یعنی  تغییر می Tدر صورتی که ضریب انتقال حرارت جابجایی، در طول پره تغییر کند )زیرا 

 قرار دهیم.

........ ……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 وقتی طول پره، محدود و ثابت باشد و انتهای آن نیز عایق باشد.حالت دوم: ( 2* )

 

⟹  −kA
dT

dx
|x=L = 0        ⟹        

dT

dx
|x=L = 0 

 هدایت در انتها صفر است.

BC ∶ {

at     x = 0   ,   θ = θ0    

at  x = L ,    
dθ

dx
|x=𝐿 = 0

}   
c1 + c2 = θ0                        

m(−c1e
−ml + c2e

ml) = 0
}  دو معادله ، دو مجهول 
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c1 = θ0 (1 −
1

1 + 𝑒2𝑚𝑙
) , c2 =

θ0
1 + 𝑒2𝑚𝑙

     ⇒          
θ

θ0
=
cos h [m(L − x)]

cos h (mL)
 

qFin                                              پره : qی  محاسبه  = √h. p. kA  (T0 − T∞⏟    )
θ0

tan h  (mL) 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 وقتی طول پره محدود و ثابت باشد و در انتهای پره نیز جابه جایی وجود داشته باشد. حالت سوم: ( 3* )

 

 است. x=Lبرابر میزان حرارت منتقله به صورت هدایت در  x=Lمیزان حرارت مبادله شده با محیط در 

 

→
θ

θ0
=
cos hm(L − x) + (

h
mk
) sin h m(L − x)

cos h(mL) + (
h
mk
) sin h(mL)

 

qFin = √h. pkA  (T0 − T∞)
sin h(mL) + (

h
mk
) cos h(mL)

cos h(mL) + (
h
mk
) sin h(mL)

 

 کنند. تعریف میرا ( پره ها به نام راندمان )کارایی یا بازدهجهت فرار از این محاسبات کمیتی 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 : راندمان پره 

 شود : ها به این صورت تعریف می راندمان پره

(تخلیه می کند) کار فعلی یا حرارتی که پره  انتقال می دهد

حداکثر حرارتی که پره در حالت ایده آل می تواند انتقال دهد
=
qفعلی

qmax
= ηFin 

qmax ی آن باشد. )ایده آل( و آن هنگامی است که پره، هیچ  : حداکثر حرارت تخلیه شده از پره هنگامی است که تمام نقاط آن، هم دمای پایه

 ) در برابر انتقال حرارت (.  ندهد.مقاومتی از خود نشان 

qmax = h. (p. L) (T0 − T∞)⏞      

حداکثر گرادیان حرارتی

= h. p. L. θ0                   ⟹           ηFin =
qفعلی

h.p.Lθ0
 

 عوض خواهد شد. فعلیqباشیم،  3تا  1بر حسب اینکه در کدام یک از حالات 
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……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 انتهای آن عایق نصب باشد.: طول پره محدود و ثابت باشد و در  حالت دوم

η(2) =
√h. p. kA  θ0 tan hmL

hp L θ0
=
tanh(mL)

√hp
kA
 

    
. L

=
tan h(mL)

mL
 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 : mLمحاسبه ی 

 

 

mL = √
2h

kt
 . L = √

2h

k. L. t
       

√L3        ,         Am = 𝐿𝑡 ∶  مساحت نیمرخ پره

mL = √
2h

k. Am
 . L

3
2 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 حالت اول : )طول پره بی نهایت(

 صادق است. زیرا در انتهای پره انتقال حرارت نداریم.حالت دوم معادله  برای این حالت نیز،

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 (جابجاییحالت سوم : )طول پره محدود و ثابت و در انتهای آن انتقال حرارت 



25 
 

ی فوق استفاده کرد، ولی هنگام استفاده از معادله )منحنی( باید از  توان از معادله ها عایق نیست می ا طول معین که انتهای آنهایی ب در مورد پره

 شود : صورت زیر تعریف میده کرد. که به استفا Lبه جای  (Lc)طول تصحیح شده 

Lcپره مستطیلی:  = L +
t

2
      

 

Lcای:  ای استوانه پره میله = L +
𝜋𝑑2

4

𝜋𝑑
= 𝐿 +

𝑑

4
 

 

با  انواع مختلف از سطوح پره دار.الف(پره مستقیم با پروفیل مستطیلی بر روی یک دیواره  ب( پره مستقیم با پروفیل مستطیلی بر روی یک لوله

 استوانه ای با پره های شعاعی و پروفیل مستطیلی   د( پره با میله استوانه ایمقطع دایره  ج( میله 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 

 ی محاسبات : نحوه

. فعلیq به دست می آید  {
. ← از شکل مربوطه  ηFin تعیین می شود  تعیین

Am
Lc
 ← نوع پره تعیین شود

                   qmax را داریم
 

……….…………….…………….…………….…………….……………………….……… 
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 های مستقیم با پروفیل مستطیلی و مثلّثینمودار راندمان برای پرّه

 

 

 

های محیطی با پروفیل مستطیلینمودار راندمان برای پرّه

 : انتقال حرارت هدایتی چند بعدی پایا سومفصل 

∇2T +
𝑞̇

k
=
1

α
.
∂T

∂t
 ی کلی انتقال حرارت هدایتی چند بعدی معادله   :    

2T∇             ی فوریه معادله =
1

α
.
∂T

∂t
 اگر منبع حرارتی در داخل جسم نداشته باشیم      :   
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2T∇         ی پواسونمعادله +
𝑞̇

k
=  دارای منبع حرارتی باشیماگر شرایط پایا باشد و   :    0

2T∇                   ی لاپلاسمعادله =  اگر شرایط پایا باشد و بدون منبع حرارتی             :   0

 باشد. انتقال حرارت پایا و بدون منبع حرارتی در داخل یک صفحه می ،نظر است آن چیزی که در این فصل مدّ

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0    →    T = T(x, y)    سیستم دو بعدی  : 

 روش وجود دارد : 2برای حل این معادله 

 (Analytical  Method)روش تحلیلی  -1

باشد حل آن  پیچیدهولی اگر معادله یا شرایط مرزی  ؛دقیق است %100و را به صورت تحلیلی حل نموده ی دیفرانسیل  معادله که در این روش

 مواقع جواب ندارد.روش تحلیلی در بعضی  شود. بسیار مشکل می

 : (Numerical Method)روش عددی  -2

به عبارتی تابعیت را به صورت معادله به دست  کنیم؛ نسیل را به صورت عددی حل میبندی نموده و معادله دیفرا در این روش جسم را شبکه

 کنند. را با این روش حل می اقعیومسائل  %90امروزه بیش از  آوریم. بلکه به صورت یک جدول ) مقادیر عددی ( به دست می ،آوریم نمی

...................................................................................................................................... 

 : روش تحلیلی 

 دهیم. قرار می ضلع آن را در دمای ثابت سهای به ضخامت بسیار کم داریم که  فرض کنید صفحه

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0 

در این روش  هاست که جزئیات این روش در ریاضیات مهندسی آمده است.های تحلیلی برای حل این معادله، روش تفکیک متغیر شیکی از رو

 .باشد Y(y)و  X(x)مضربی از دو تابع مستقل  T، تابع فرض می شود

 T(x, y) = X(x). Y(y) 
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∂2T

∂x2
= Y(y)

d2X

dx2
 

∂2T

∂y2
= X(x) 

d2Y

dy2}
 
 

 
 

  
در معادله
→     −

1

X
.
d2x

dx2
=
1

Y
.
d2y

dy2
= مقدار ثابت  = λ2 

{
 
 

 
 d

2X

dx2
+ λ2X = 0

d2Y

dy2
− λ2Y = 0 

  →  {
X(x) = Acos λx + B sin λx

Y(y) = Ce−λy + Deλy         
 

∶ جواب کلی   T(x, y) = X(x). Y(y) = (Acos λx + B sin λx)(Ce−λy + Deλy) 

B.C {

at   x = 0   →     T = 0                                                                                   (1)          

at   x = L   →     T = 0 →   (B sin λL)(Ce−λy + Deλy) = 0                  (2)          

at   y = 0   →     T = 0 → (B sin λx)(C + D) = 0 → C + D = 0         (3)          

 

{
  
 

  
 
(1)    →    A = 0                                    

(2)    →    

{
 

 B ≠ چون تابع صفر می شود  0

Sin λL = 0  →  λ =
nπ

L
 

n = 1,2, … ,∞                  
(3)    →    C = −D                                 

 

→     T = (B sin λx)(Ce−λy − Ceλy)                         

T = (BC sin λx)(e−λy − eλy)         ,       (e−λy − eλy) = −2sin ℎ (λy)    

 

⟹  T = −2BC⏟  
Cn

sin(λx). sin h(λy)      ,     (λ =
nπ

L
 , n = 1,2, … ,∞) 

∶  حل کلی مسئله  T = ∑Cn sin (
nπ

L
. x) . sin h (

nπ

L
. y)

∞

n=1

 

{
 
 

 
 at ∶   y = b  →   T = Tm sin

πx

L
                    (4)

∑cn sin (
nπ

L
. x) . sin h (

nπ

L
. b)

⏟        
مقداری ثابت

∞

n=1

= Tm. sin
πx

L

         

 

از خاصیت تعامد
⟶  cn

{
 
 

 
 Cn = 0          ∀   n > ∑ از بین می رود)   1  )

C1 =
Tm

sin h (
πb
L )
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⟶   T(x, y) = Tm(
sin h (

πy
L )

sin h (
πb
L )
) . sin

πx

L
دما                    پروفیل(توزیع)

که از نظر کنیم  شود و همیشه جواب رندی نخواهیم داشت. بنابراین از روش عددی استفاده می ، منجر به ایجاد سری میاین صورت حل تحلیلی به

 پیوتر نیاز دارد.مدقت بعد از روش تحلیلی است ولی به کا

....................................................................................................................................... 

 : روش عددی 

کنیم. به این عمل  ی کوچکتر تقسیم می بعدی حجم مورد نظر ( را به تعدادی شبکهی مورد نظر، ) و در حالت سه  در این روش ، صفحه

مجهول ، دماهای  Nمعادله و  Nاز حل  .نویسیم ی انتقال حرارت را می های مختلف ، معادله در گره ( گویند. Meshingبندی یا  بندی ) مش شبکه

x∆جهت سهولت :  باشد، دقت محاسبات بیشتر است.هرچه تقسیم بندی بیشتر  نقاط مختلف را به دست می آوریم. = ∆y 

 

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0 

∶ مشتق اول  
∂T

∂x
|
(m+

1
2
 ,n)
≅
Tm+1,n − Tm,n

∆x
 

∂T

∂x
|
m−

1
2
,n 
≅
Tm,n − Tm−1,n

∆x
 

مشتق دوم
⇒     

∂2T

∂x2
|m,n ≅

∂T
∂x
|
m+

1
2
,n
−
∂T
∂x
|
m−

1
2
,n

∆x
=
Tm+1,n + Tm−1,n − 2Tm,n

(∆x)2
 

∂T
∂y
|
m,n+

1
2
≅
Tm,n+1 − Tm,n

∆y

∂T
∂y
|
m,n−

1
2
≅
Tm,n − Tm,n−1

∆y }
 

مشتق دوم 
⇒    

∂2T

∂y2
|m,n ≅

∂T
∂y
|
m,n+

1
2
−
∂T
∂y
|
m,n−

1
2

∆y
 

=
Tm,n+1 + Tm,n−1 − 2Tm,n

(∆y)2
 

 با قرار دادن در معادله :
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∂2T

∂y2
+
∂2T

∂x2
= 0 

→  
Tm+1,n + Tm−1,n − 2Tm,n

(∆x)2
+
Tm,n+1 + Tm,n−1 − 2Tm,n

(∆y)2
= 0     (∆x = ∆y = 1) 

→  Tm+1,n + Tm−1,n + Tm,n+1 + Tm,n−1 − 4Tm,n⏟                            
𝟒 برابر دمای نقطه ی مورد نظر − مجموع دمای نقاط هم سایه ی نقطه ی مورد نظر

= 0 

  Tm,n =
Tm+1,n + Tm−1,n + Tm,n+1 + Tm,n−1

4
 

…………………………………………………………………………….. 

 خواهیم، دمای چهار گره میانی را پیدا کنیم ای می مثال : در صفحه

 

                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

……………………………………………………………………………….. 

 های حل معادلات  روش: 

 : Relaxation Methodروش تدریجی  -1
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 وش عبارتند از :مراحل این ر

 ها و نزدیک به واقع حدس زده شود. ، دمایی حدس می زنیم. دمایی متناسب با وضعیت فیزیکی گره( برای هر گره1)

 می نامیم. qiمحاسبه می کنیم و آن را  1، باقی مانده ها را بر اساس حدس ( برای هر گره2)

 (qi ) اختلاف دمای حدس زده شده و محاسبه شده : 

 ن را مجددا حدس می زنیم.آ( بزرگترین باقی مانده از لحاظ قدر مطلق را انتخاب و دمای گره مربوط به 3)

 به این ترتیب :

) بزرگترین باقی مانده با هر علامت (
1

4
 + حدس قدیم ) دمای قبلی گره مورد نظر ( = حدس جدید)دمای جدید( 

 .جدید دمای گره مورد نظربه حدس ، با توجه ها دد باقی ماندهی مج حاسبه( م4)

 مقدار مورد نظر ما کمتر شود. ، تا زمانی که بزرگترین باقی مانده از 4و  3( تکرار مراحل 5)

 خواهد شد. 0، اختلاف ها اگر حدس اولیه ما درست باشد

ی  همه برای دهیم تا جایی که زنیم و این کار را آن قدر ادامه می ها را دست نمی دماانتخاب بزرگترین اختلاف و تصحیح دمای مربوطه ) بقیه ی 

qi ها  :   qi ≤ ±0.01 

 : ها ا روش قطری کردن ماتریسیها  در حل ماتریس (Gauss)وس اگ یروش حذف -2

 را حل کنیم. یعنی سه معادله و سه مجهول داریم : 3×3فرض کنید می خواهیم یک ماتریس  تجهت سهول

A11T1 + A12T2 + A13T3 = B1 

A21T1 + A22T2 + A23T3 = B2          (Aii ≠ 0) 

A31T1 + A32T2 + A33T3 = B3 

 باید ماتریس را به یک ماتریس بالا مثلثی یا پایین مثلثی تبدیل کنیم.

∶ تعریف   کنیم :                             میضرب و از سطر دوم کم  m2سطر اول را در    m2 =
A21

A11
 

(A21 −m2A11)⏟          
𝐀′𝟐𝟏=𝟎

T1 + (A22 −m2A12)⏟          
𝐀′𝟐𝟐

T2 + (A23 −m2A13)⏟          
𝐀′𝟐𝟑

T3 = B2 −m2B1⏟      
𝐁′𝟐

 

∶ ماتریس جدید  {
A11T1 + A12T2 + A13T3 = B1
     0 + A′22T2 + A′23T3 = B′2
A31T1 + A32T2 + A33T3 = B3

 

∶ تعریف   می کنیم :                            وم کم سضرب و از سطر  m3سطر اول را در    m3 =
A31

A11
 

(A31 −m3A11)⏟          
𝐀′𝟑𝟏=𝟎

T1 + (A32 −m3A12)⏟          
𝐀′𝟑𝟐

T2 + (A33 −m3A13)⏟          
𝐀′𝟑𝟑

T3 = B3 −m3B1⏟      
𝐁′𝟑

 

A11T1 + A12T2 + A13T3 = B1 

0 + A′22T2 + A′23T3 = B′2 
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0 + A′32T2 + A′33T3 = B′3 

m′3  تعریف                                              کرده و از سطر سوم کم میکنیم: ضرب در سطر دومرا ∶   m′3 =
A′32

A′22
 

(A′32 −m
′
3A
′
22)⏟          

𝐀′′𝟑𝟐=𝟎

T2 + (A
′
33 −m

′
3A
′
23)⏟          

𝐀′′𝟑𝟑

T3 = B′3 −m′3B′2⏟        
𝐁′′𝟑

 

∶  معادلات جدید   A11T1 + A12T2 + A13T3 = B1    →   T1 =
B1 − A12T2 − A13T3

A11
 

                           0 + A′22T2 + A′23T3 = B′2        →    T2 =
B′2 − A′23T3

A′22
 

                           0 + 0 + A"33T3 = B"3                 →    T3 =
B"33
A"33

 

 فرم کلی :

A11T1 + A12T2 +⋯+ A1jTj +⋯+ A1NTN = B1 

             A′22T2 +⋯+ A′2jTj +⋯+ A′2NTN = B′2 

                   ⋱                   ⋮                     ⋮ 

                               Aij
i−1Tj +⋯+ AiN

i−1TN = Bi
i−1 

                                          ⋱           ⋮            ⋮ 

                                                      ANN
N−1TN = BN

N−1 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 به روش فوق محاسبه نمایید. را مثال : دماها در معادلات زیر

2T1 + 3T2 + T3 = 5 

2T1 − T2 + 4T3 = 3 

T1 + 4T2 + 2T3 = 6 

∶ داریم   [
2 3 1
2 −1 4
1 4 2

] [

T1
T2
T3

] = [
5
3
6
] 

m2 =
A21
A11

= 1   ,   m3 =
A31
A11

=
1

2
 

→  [

2 3 1
0 −4 3

0
5

2

3

2

] [
T1
T2
T3

] = [

5
−2
7

2

] 

m′3 =
A′32
A′22

=
5
2⁄

−4
= −

5

8
 



 

33 
 

→ [

2 3 1
0 −4 3

0 0
3

2
+
15

8

] [

T1
T2
T3

] = [

−5
−2
18

8

]   
×𝟖
→   

{
 
 

 
 2T1 + 3T2 + T3 = −5   →  T1 =

2

3
 

0 − 4T2 + 3T3 = −2     →  T2 = 1  

0 + 0 + 27T3 = 18       →  T3 =
2

3
  

 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 ها : ، در حل ماتریس (Gauss-Seidel)سایدل  –وساروش تکرار گ -3

 را در نظر می گیریم. 3×3جهت سهولت یک ماتریس 

{

A11T1 + A12T2 + A13T3 = B1
A21T1 + A22T2 + A23T3 = B2
A31T1 + A32T2 + A33T3 = B3

       (Aii ≠ 0) 

{
  
 

  
 T1 =

1

A11
(B1 − A12T2 − A13T3)          (a)

T2 =
1

A22
(B2 − A21T1 − A23T3)         (b)

T3 =
1

A33
 (B3 − A31T1 − A32T2)         (c)

 

 روش حل :

,T3مقادیر اولیه برای  -1 T2, T1 زنیم و آن ها را  حدس میT3
o, T2

o, T1
o است.( 0حدس اول معمولا ) نامیم. می 

T3با استفاده از  -2
o, T2

o  از معادله ی ،a  مقدار ،T1
 آوریم. را به دست می 1

T3با استفاده از  -3
o, T1

T2، مقدار  b، از معادله ی  1
 آوریم. را به دست می 1

T1با استفاده از  -4
1, T2

T3، مقدار  c، از معادله ی  1
 آوریم. را به دست می 1

T3با استفاده از  -5
1, T2

T1، مقدار  a، از معادله ی  1
 م و به همین ترتیب تکرار محاسبات.آوری را به دست می 2

 ی تکرار عمل محاسبات است. نشان دهندهتوان 

 

 شرط توقف برنامه : معادلات کلی :

T1
k =

1

A11
[B1 − A12T12

k−1 − A13T3
k−1]

T2
k =

1

A22
[B2 − A21T1

k − A23T3
k−1]    

T3
k =

1

A33
[B3 − A31T1

k − A32T2
k]        

        ,          
|Ti
k − Ti

k−1|⏞      
 

 (یعنی 𝐓𝐢 در تکرار 𝐤 ام)
  

< ε = 10−6

|
Ti
k − Ti

k−1

Ti
k−1

| < ε               

 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 مثال : دستگاه معادلات زیر را به روش فوق حل کنید.
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5T1 + T2 + 2T3 = 32          T1 =
1

5
(32 − T2 − 2T3) 

2T1 + 8T2 + T3 = 29           T2 =
1

8
(29 − 2T1 − T3) 

T1 + 2T2 + 4T3 = 28           T3 =
1

4
(28 − T1 − 2T2) 

 حل :

T1 =
1
5⁄ (32 − T2 − 2T3) 

T2 =
1
8⁄ (29 − 2T1 − T3) 

T3 =
1
4⁄ (28 − T1 − 2T2) 

∶ حدس اول  T2
0 = T3

0 = 0   →   

{
 
 

 
 T1

1 =
1

5
(32 − 0 − 0) = 6.400                   

T2
1 =

1

8
(29 − 2 × 6.4 − 0) = 2.025        

T3
1 =

1

4
(28 − 6.4 − 2 × 2.025) = 4.388

  

→ 

{
 
 

 
 T1

2 =
1

5
(32 − 2.025 − 2 × 4.388) = 4.24  

T2
2 =

1

8
(29 − 2 × 4.24 − 4.388) = 2.0165

T3
2 =

1

4
(28 − 4.24 − 2 × 2.0165) = 4.932

 

 

 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

ی  معادله خلاصه :
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= های عددی مختلف جهت حل معادله و تعیین  را برای یک گره در داخل یک صفحه نوشته و سپس روش 0

آید.  می، معادله به چه صورتی درم اگر این گره در وسط صفحه نباشدی انرژی به دست آمد. حال ببینی دمای گره بیان کردیم. این معادله از موازنه

 .ی انرژی را نوشت ازنهبرای این کار باید برای گره مورد نظر مو

∑qi =  در حالت پایا مجموع حرارت ورودی به گره مورد نظر:   0



 

35 
 

  ، قرار داشته باشد.ه عمق واحد که از اطراف عایق شده ای ب ی خارجی صفحه ی گره در گوشه معادله

  

q1 = k(
∆x

2
× 1)

Tm,n−1 − Tm,n
∆y

= −k (
∆x

2
× 1)

Tm,n − Tm,A−1
∆y

 

q2 = k(
∆y

2
× 1) (

Tm−1,n − Tm,n
∆x

) 

∑qi = 0 → q1 + q2 = 0  
1−∆x=∆y
→       

k

2
(Tm,n−1 − Tm,n) +

k

2
(Tm−1,n − Tm,n) = 0 

Tm,n−1 + Tm−1,n − 2Tm,n = 0    →   Tm,n =
Tm,n−1 + Tm−1,n

2
 

 ی عایق شده قرار داشته باشد : معادله ی گره هنگامی که گره در وسط یک وجه صفحه

 

q1 = k(∆y × 1) (
Tm−1,n−Tm,n

∆x
),          q2 = k (

∆x

2
× 1) (

Tm,n+1−Tm,n

∆y
) 

q3 = k(
∆x

2
× 1) (

Tm,n−1 − Tm,n
∆y

) 

∑q = 0 → 2Tm−1,n + Tm,n+1 + Tm,n−1 − 4Tm,n = 0 

 حرارت کند. جابجاییمعادله ی گره هنگامی که در وسط یک وجه صفحه بوده و صفحه با محیط ، 

q1 

q2 

q3 

q1 

q2 



 

36 
 

 

q4 = h(∆y × 1)(T∞ − Tm,n) 

∑qi = 0  
∆x=∆y
→     

(Tm−1,n − Tm,n⏟        
𝐪𝟏

+
Tm,n+1 − Tm,n

2⏟        
𝐪𝟐

+
Tm,n−1 − Tm,n

2⏟        
𝐪𝟑

+
h∆y

k
(T∞ − Tm,n) = 0 

ساده تر
→    

1

2
(Tm−1,n + Tm,n+1 + Tm,n−1) − (2 +

h∆x

k
) Tm,n +

h∆x

k
T∞ = 0 

(بدون بعد) ∶  
انتقال حرارت به طریق جابجایی

انتقال حرارت به طریق هدایت
= Bi = Biot Number  ∶

𝐡⏞

محیط

و جامد

∆𝐱

𝐤⏟

جامد

 عدد بایوت   ,   

  معادله ی گره هنگامی که گره در داخل صفحه باشد و تولید حرارت داشته باشد :

  

 :    q1 + q2 + q3 + q4 + q̇(∆x. ∆y. 1) =  موازنه  0

 : کنیم میبه این صورت عمل  ای برای هر گره در هر صفحه ای با هر شکل هندسیدر حالت کلی 

qi +∑
Tj − Ti

Rijj
= 0        ,       Rij ∶ Heat Resistance 

q3 

q1 

q2 

q4 

q̇ 
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i کل حرارت ایجاد شده در گره ≡  qi = 𝑞̇ × ∆V 

 

 : انتقال حرارت هدایتی ناپایا چهارمفصل 

∇2𝑇 =

{
 
 

 
یک بعدی  ∶

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= 0  →

𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝑐𝑡𝑒 = −

𝑞

𝑘𝐴

دو بعدی ∶  
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= به صورت تحلیلی ،عددی0

 

𝛻2𝑇ی کلی (     ) معادله +
𝑞̇

𝑘
=
1

𝛼
.
𝜕𝑇

𝜕𝑡
 انتقال حرارت ناپایا با منبع حرارتی      

انتقال حرارت ناپایا و بدون منبع حرارتی 1 بعدی

انتقال حرارت ناپایا و بدون منبع 2 بعدی

{
 
 

 
 𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
=
1

𝛼
.
𝜕𝑇

𝜕𝑡
  → (𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑡))

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
=
1

𝛼
.
𝜕𝑇

𝜕𝑡
→ (𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑡))

 

…………………………..………………………..………………………..……………………….. 

 پروفیل دما در یک تیغه 

رسانیم . مثلا با  می 𝑇1ی نقاط آن در نظر بگیرید که ناگهان دمای سطوح آن را به  در همه 𝑇𝑖با دمای اولیه و یکنواخت  2Lیک تیغه به ضخامت 

 .قرار دادن تیغه در یک محیط سرد

{
@𝑥 = 0 ∶   𝑇 = 𝑇1
@𝑡 = 0 ∶   𝑇 = 𝑇𝑖
@𝑥 = 2𝐿 ∶   𝑇 = 𝑇1

 

 
 که سطوح آن ناگهان در معرض سرما قرار می گیرد نامحدودیک صفحه 
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جهت سهولت    تغییر متغیر
→             𝜃 = 𝑇 − 𝑇1    →  

𝜕2𝜃

𝜃𝑥2
=
1

𝛼
.
𝜕𝜃

𝜕𝑡
 
روش تفکیک متغیرها
→          

                                                𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥).𝐻(𝑡) 

→ {

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+ 𝜆2𝑋 = 0     → 𝑋(𝑥) = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑥

𝑑𝐻

𝑑𝑡
+ 𝛼. 𝜆2𝐻 = 0  → 𝐻(𝑡) = 𝑐3𝑒

−𝛼𝜆2𝑡

 

𝜃 = (𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑥 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑥) × (𝑐3𝑒
−𝛼𝜆2𝑡) 

𝐵. 𝐶

{
 
 

 
 ∀   𝑡 > 0    ,   𝑥 = 0   T = T1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝜃 = 0  →  𝑐1 = 0

∀   𝑡 > 0   , 𝑥 = 2𝐿 →  𝜃 = 0 →  {
𝑐2 ≠ 0

𝑠𝑖𝑛 2𝜆𝐿 = 0   → 𝜆 =
𝑛𝜋

2𝐿
       𝑛 = 1,2, … 

 

→ 𝜃𝑛 = ∑𝑐𝑛𝑒
−[
𝑛𝜋
2𝐿
]
2
𝛼.𝑡 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

2𝐿

∞

𝑛=1

 

𝐼. 𝐶 {𝑡 = 0   ,     0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝐿   →   𝜃 = 𝜃𝑖 = 𝑇𝑖 − 𝑇1 

𝜃𝑖 =∑𝑐𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

2𝐿
  
 بسط سینوسی 
→        𝑐𝑛 =

1

𝐿
∫ 𝜃𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

2𝐿
. 𝑑𝑥

2𝐿

0

∞

𝑛=1

=
4

𝑛𝜋
𝜃𝑖  

→
𝜃

𝜃𝑖
=
𝑇 − 𝑇1
𝑇𝑖 − 𝑇1

=
4

𝜋
∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

𝑒−[
𝑛𝜋
2𝐿
]
2
𝛼.𝑡 s𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

2𝐿
 (𝑛 = 1,3,5, … ) 

…………………………..………………………..………………………..………………………... 

  سیستم ظرفیت حرارتی متمرکز شدهlumped Heat Capacity Systems :                                    

ی ما یک  ) جسم با دمای واحد ( در معادله باشد، T، مقدار یکسان  𝑡0ی  تمامی نقاط مختلف جسم در هر لحظهاگر بتوانیم فرض کنیم دمای 

T1مثلا یک لیوان چای، تمام نقاط آن در لحظه ی  شود. تغییر اساسی ایجاد می ← t1  و در لحظه یT2 ← t2  .یک این فرض را برای دارند

فقط تابع زمان  Tها صادق باشد، سیستم حرارتی متمرکز شده گویند یعنی  هایی که این فرض برای آن چنین سیستم توان به کار برد. قطعه نیز می

 است.

 

 :قطعه فولادیموازنه انرژی برای 
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 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 + 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 − 𝑜𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 = 𝑎𝑐𝑐𝑢𝑚𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

 شود. تغییرات انرژی داخلی جسم = حرارتی که به صورت جابجایی از سطح جسم خارج می

ℎ. 𝐴. (𝑇 − 𝑇∞) = −𝜌𝑐𝑝 ⩝
𝑑𝑇

𝑑𝑡
 

−
ℎ. 𝐴

𝜌𝑐𝑝 ⩝
. 𝑑𝑡 =

𝑑𝑇

(𝑇 − 𝑇∞)
        ∫

𝑇∞

𝑇0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
         

𝑇 − 𝑇∞
𝑇0 − 𝑇∞

= 𝑒
−[

ℎ𝐴
𝜌𝑐𝑝𝑉

].𝑡
 

T  دمای جسم در هر لحظه ی :t 

𝑇0  :دمای اولیه جسم در لحظه ی صفر   

𝑇 − 𝑇∞
𝑇0 − 𝑇∞

= 𝑒𝑥𝑝{− [
ℎ
⩝
𝐴
𝑘
] [

𝑘𝑡

𝜌. 𝑐𝑝 (
⩝
𝐴)
2]} 

ℎ

𝐾
(
⩝

𝐴
) 𝐵𝑖  عدد بدون بعد بایوت    = 𝐵𝑖𝑜𝑡 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 

(
⩝
𝐴)/K

1
ℎ

=
مقاومت هدایتی جسم در برابر انتقال حرارت

مقاومت جابجایی در برابر انتقال حرارت
=

مقاومت درونی جسم

مقاومت بیرونی جسم
 

یعنی مقاومت  عددی کوچک باشد، بایوتاگر عدد  است. Convectionبه  Conductionانتقال حرارت  نسبت به عبارتی عدد بایوت معرف

(. به عبارتی حرارت در داخل جسم راحت ومت درونی کمتر از مقاومت بیرونیجسم در برابر مقاومت جابجایی آن قابل اغماض است. )مقا هدایتی

 رود. ) مانند فلزات ( انتقال یافته ولی از سطح جسم به آهستگی بیرون می

حرارت به سختی به سطح بزرگ باشد ، مقاومت هدایتی جسم مورد نظر در برابر مقاومت جابجایی آن بسیار بزرگ است. به عبارتی  بایوت اگر عدد

 رود. )مانند شیشه( سطح جسم به سرعت از آن بیرون می رود ولی به محض رسیدن به جسم می

𝑖𝑓   𝐵𝑖 < 0.1    →  جسم را می توان متمرکز فرض کرد  

𝐾. 𝑡

𝜌. 𝑐𝑝. (
⩝
𝐴)
2 = عدد بدون بعد فوریه = 𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 = 𝐹𝑜 =

𝛼𝑡

𝐿2
=
𝑡

𝑡∗
 

(
⩝

𝐴
) = 𝐿          طول مشخصه ی جسم         

𝐿2

𝛼
= 𝑡∗ 

رابطه نهایی
𝜃

𝜃0
= 𝑒𝑥𝑝{−𝐵𝑖. 𝐹𝑜} 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

𝐵𝑖حال اگر  < یک  را به دست آوریم. T(x,t) نباشد.( باید معادلات را حل کنیم و توزیع دما Lumpedصادق نباشد ، ) به عبارتی جسم  0.1

 حالت ساده عبارتست از :

 نهایت ( پروفیل دما در یک جسم نیمه متناهی ) نیمه بی

 دمای ثابت در وجه معیّنحالت اول: 
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      𝑇(𝑥, 𝑡) →
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
=
1

𝛼
.
𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

𝐵. 𝐶 ∶  {
𝑇(𝑥, 0) = 𝑇𝑖

𝑇(0, 𝑡) = 𝑇0         𝑡 > 0
        

پس از حل معادله در درس ریاضیات مهندسی
→                        

𝑇(𝑥, 𝑡) − 𝑇0
𝑇𝑖 − 𝑇0

=
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝜂

2
𝑑𝜂

𝑥

2√α𝑡

0

= 𝑒𝑟𝑓 (
𝑥

2√𝛼𝑡
) 

𝑇𝑖دمای اولیه : 

𝑇0دمای سطح : 

 

 (ح معینتوزیع درجه حرارت در جسم نیمه بی نهایت )تغییر ناگهانی در دمای سط

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 حالت دوم: شار ثابت در وجه معیّن

)پروفیل دما هنگامی که در وجه معین جسم یک شار حرارتی ثابت 
𝑞0

𝐴
 برقرار باشد : (
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 نحوه نامگذاری در جریان گذرا در یک جسم صلب نیمه محدود

𝐵. 𝐶: {
𝑇(𝑥, 0) = 𝑇𝑖

−𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
|𝑥=0  =

𝑞0
𝐴
   ,         𝑡 > 0

 

 error Functionتابع خطا 

T − T0 =
2q0√α

t
π

k. A
exp (

−x2

4. αt
) −

q0
kA
x

(

 
 
 

1 − erf⏞

تابع خطا

𝐄𝐫𝐫𝐨𝐫
 𝐅𝐮𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧

x

2√αt

)

 
 
 

 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 تقال حرارت جابجایی در وجه معیّنحالت سوم: ان

 :حرارت به صورت جابجایی با محیط داشته باشیمپروفیل دما هنگامی که در وجه معین جسم ، انتقال 

𝐵. 𝐶: {−𝑘𝐴
𝜕𝑇

𝜕𝑥
|𝑥=0   = ℎ. 𝐴(𝑇∞ − 𝑇|𝑥=0) 

𝑇(𝑥, 𝑡) − 𝑇𝑖
𝑇∞ − 𝑇𝑖

= 1 − 𝑒𝑟𝑓 𝑋 − [𝑒𝑥𝑝 (
ℎ𝑥

𝑘
+
ℎ2𝛼𝑡

𝑘2
)] [1 − 𝑒𝑟𝑓 (𝑋 +

ℎ√𝛼. 𝑡

𝑘
)] 

(𝑋 =
𝑥

2√𝛼. 𝑡
) 
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 توزیع درجه حرارت در یک جسم نیمه محدود با شرایط مرز جابجایی

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 اشکال یا اجسام هندسی معین دیگر

 هایی به دست آمده است. مهمترین این اشکال هندسی عبارتند از: جواب برای سایر اشکال هندسی نیز

 ای که ضخامتش نسبت به سایر ابعادش کوچک باشد. صفحه یا تیغه -

 مقایسه با طولش کوچک باشد. ای که قطرش در استوانه ) میله( -

 گوی ) کره( -

ها به صورت ترسیمی توسط هایسلر گزارش شده است و نحوه نمادگذاری این سه حالت در شکل زیر نشان داده شده  نتایج حاصله برای این هندسه

 است:
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 گیرند. قرار می ∞𝑇اجسام یک بعدی که ناگهان در معرض محیط جابجایی در 

 r0ج( کره به شعاع    r0ب( استوانه نامحدود به شعاع   2L( یک صفحه نامحدود به ضخامت الف

𝑥و درجه حرارت مرکز در  ∞𝑇در تمام این حالات، درجه حرارت محیط جابجایی  = 𝑟 یا 0 = در نظر گرفته شده است. همچنین  𝑇0، برابر با 0

 قرار داشته باشند. 𝑇𝑖ی یکنواخت  شود در زمان صفر، تمام این اجسام در درجه حرارت اولیه فرض می

 در این نمودارها از تعاریف زیر استفاده شده است:

θ = 𝑇(𝑥, 𝑡) − 𝑇∞  یا    𝑇(𝑟, 𝑡) − 𝑇∞ 

𝜃𝑖 = 𝑇𝑖 − 𝑇∞ 
𝜃0 = 𝑇0 − 𝑇∞ 

 نظر باشد، برای تعیین  ،اگر درجه حرارت خط مرکزی مد𝜃0  و سپس𝑇0 باشد. برای تعیین درجه حرارت  فقط نیاز به یک نمودار می

 از دو نمودار برای تعیین حاصلضرب زیر استفاده کرد: نقاطی غیر از مرکز، لازم است

𝜃

𝜃𝑖
=
𝜃0
𝜃𝑖

𝜃

𝜃0
 

 

 نمودارهای توزیع دما

 دهد. را در مقیاس کامل نشان می 2Lبه ضخامت  ی نامحدود صفحهیک  ی درجه حرارت میانه زیر شکل
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 را نشان می دهد. r0به شعاع  ی نامحدود استوانهیک  درجه حرارت محور زیرشکل 
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 را نشان می دهد. r0به شعاع  کرهیک  درجه حرارت مرکزشکل زیر 
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 دهد. را نشان می 2Lبه ضخامت  نامحدودی  صفحهدر یک مرکز، بر حسب درجه حرارت  ابع درجه حرارتت زیر شکل

 

 دهد. را نشان می r0به شعاع استوانه  بر حسب درجه حرارت محور در یک تابع درجه حرارت زیر شکل
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 دهد. را نشان می r0به شعاع  کره، بر حسب درجه حرارت مرکز در یک تابع درجه حرارت زیر شکل
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 را نشان می دهد. hمقدار کوچک با  ها کرها و ه استوانه، صفحاتبرای  درجه حرارت مرکز زیر شکل
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 نمودارهای اتلاف حرارت

Q اتلاف حرارت واقعی در زمان :t          وQ0ی جسم: انرژی داخلی اوّلیه 

Q0=ρCV(Ti-T∞)=ρCVθi 

 را نشان می دهد. 2Lبه ضخامت  ی محدود صفحهبرای  Q/Q0بدون بعد  اتلاف حرارت زیر شکل

  

 را نشان می دهد. نسبت به زمان r0به شعاع  یک استوانه نامحدودبرای  Q/Q0بدون بعد  اتلاف حرارت زیر شکل
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 را نشان می دهد. نسبت به زمان r0به شعاع کره برای یک  Q/Q0بدون بعد  اتلاف حرارت زیر شکل 

 

………………………………………………………………………………………………………………………. 

 های چند بعدی                                            سیستمMulti Dimensional systems              

 ی با مقطع مستطیل شکل : توزیع دما در یک میله -

 میله مستطیلی نامحدود

𝑇(𝑥, 𝑧, 𝑡) =? 
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𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
=
1

𝛼
.
𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 در نظر می گیریم. 2𝐿2و  2𝐿1ی مورد نظر ) حجم مورد نظر ( را به صورت تلاقی دو تیغه با پهنای  میله

(
𝜃

𝜃𝑖
) =  (

𝜃

𝜃𝑖
)
2𝐿1تیغه

× (
𝜃

𝜃𝑖
)
2𝐿2تیغه

 

(
𝑇 − 𝑇∞
𝑇1 − 𝑇∞

) = (
𝑇 − 𝑇∞
𝑇1 − 𝑇∞

)
2𝐿1تیغه

× (
𝑇 − 𝑇∞
𝑇1 − 𝑇∞

)
2𝐿2تیغه

 

 شوند. سلر محاسبه میایهای ه طرف راست معادله به طور جداگانه از منحنی

 برای تعدادی احجام سه بعدی ) از سه طرف معین ( توزیع دما را به صورت حاصل ضرب سه تابع در نظر گرفته است. به این صورت : کتاب

𝑖𝑓 

{
 
 

 
 𝑝(𝑥) تابع       → جواب مربوط به یک تیغه         

𝑆(𝑥) → جواب مربوط به جسم محدود از یک طرف

𝐶(𝜃)          →  جواب مربوط به یک استوانه        
}
 
 

 
 

بنابراین برای اجسام دیگر به صورت حاصلضرب

یم شود رفتهگ   این توابع در نظر  
 

 

 بنابراین به طور کلیّ: 
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 انتقال حرارت برای تقاطع دو جسم:

 

 انتقال حرارت برای تقاطع سه جسم:

 

 

                                        )جریان خارجی(جابجایی انتقال حرارت اصول : پنجمفصل 

 کنیم. را بررسی می جابجاییی ضریب انتقال حرارت به طریق  دو فصل روابط عمده ) تحلیلی و تجربی ( در محاسبهدر این 

qconvection = h. A⏟
سطح

انتقال

حرارت

( T⏟
دمای جداره

− T∞⏟
دمای سیال

) 

h شود و ناشی از حرکت سیال است. برای سیال ساکن تعریف نمی 

 وی صفحه :ر حرکت سیال بر

uدر این قسمت هدف، به دست آوردن پروفیل سرعت  = u(x, y)  و پروفیل دماT = T(x, y) ی انتقال حرارت  ها نحوه است که از روی آن

 را به دست آوریم. hها می توانیم  بهتر درک شده و ضمناً از روی آن

 

به صورت هدایت   د و انتقال حرارت در آنصفحه حرکت نداری چسبیده به  لایه های کمتر. و سرعت ∞𝑢ی بسیار نازک بین  ی مرزی : لایه لایه

 است. حرارتی ، هدایتجابجاییی انتقال حرارت به صورت  یعنی ریشه است.

 )آرام( بر روی صفحه : Laminarحرکت 
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 روش وجود دارد : 3، در جریان آرام حداقل  (h) جابجاییی ضریب انتقال حرارت  جهت محاسبه

ی انتقال مومنتوم، انتقال حرارت و انتقال جرم که خصوصاً برای جریان درهم مفید بوده و در این درس بحث  : تشابهات بین سه پدیده روش اول

 نمی شود.

 روش دوم: آنالیز ابعادی

البته حذف یکی از پارامترها موجب  .آورد بعد درمی ، پارامترهای دخیل را ترکیب کرده و به صورت اعداد بیابعادی با تلفیقی از نتایج تجربیآنالیز 

 شود. اشتباه می

q

A
= h = f

(

 
 
 

ρ⏟
دانسیته سیال

, μ⏟
ویسکوزیته

, CP⏟
ظرفیت حرارتی

 , k⏟
ضریب هدایت حرارتی

, u⏟
سرعت سیال

 , x یا d⏟

طول صفحه

یا قطر لوله

 , ∆T⏟
𝐓𝐰⏟

دیواره

−𝐓∞⏟

سیال

)

 
 
 

 

زرینولد برای لوله              ∶   Re =
ρ. u. d

μ
 

زرینولد موضعی برای صفحه ∶   Re =
ρ. u. x

μ
 

 

 است. اشی از لزجتن: نسبت نیروهای اینرسی به نیروهای  زمفهوم فیزیکی رینولد

∶                    عدد پرانتل   Pr =
CP. μ

k
 

∶       عدد ناسلت برای لوله   Nud =
h. d

k
 

ناسلت موضعی برای صفحه ∶  Nux =
h. x

k
 

………………..………………………..………………………..……………… 

 : Boundary  Layer (B.L)ی مرزی  روش سوم، حل دقیق ریاضی معادلات لایه

 به عبارتی نوشتن معادلات جرم و حرارت و حل هم زمان یک دستگاه معادلات دیفرانسیل.

 : Laminarجریان 
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 فرضیات برای حل مسئله :

 ثابت( گالیچ(  ،)Incompressibleناپذیر ) سیال تراکم - 1

 𝜇ویسکوزیته ثابت   - 2

,𝐶𝑃خواص فیزیکی ثابت    - 3 𝑘 

 تغییرات نداریم. zحرکت سیال به صورت پایا و در جهت  - 4

 قابل اغماض است. y نیروهای برشی ناشی از ویسکوزیته در امتداد  - 5

 ناچیز است. (x)هدایت حرارتی در امتداد حرکت  - 6

 تغییر فشار در جهت عمود بر صفحه قابل اغماض است. - 7

 ی جرم : موازنه

 جرم ورودی به المان از پایین و وجه چپ در واحد زمان = جرم خروجی از المان از وجه راست و بالا در واحد زمان

ρ (u +
∂u

∂x
. dx) dy + ρ (v +

∂v

∂y
dy) dx = ρ. u(dy × 1) + ρ. v(dx × 1) 

(Continuity Equation)  بعد    2در  پیوستگی جرم معادله(I)        
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 

………………..………………………..………………………..……………… 

 ی نیرو )قانون دوم نیوتن( :موازنه
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∑Fx =
d(مومنتوم) x

dt
=
d(M.Vx)

dt
 

𝑥 افت فشار خالص در امتداد                    ∶  −
∂P

∂x
. dx. dy 

𝑥 خالص نیروهای برشی در امتداد             ∶  μ
∂2u

∂y2
. dx. dy 

 

𝑥 ایینپ در جهت ∶               مومنتوم وارده از  (ρ. v. dx). u 

𝑥 مومنتوم خروجی از بالا در جهت            ∶ ρ (v +
∂v

∂y
. dy) dx

⏟          
جرم

 . (u +
∂u

∂y
. dy)

⏟        
x سرعت در جهت

 

𝑥 مومنتوم ورودی از وجه چپ در جهت     ∶ (ρu. dy)u 

𝑥 مومنتوم خروجی از وجه راست در جهت ∶  ρ (u +
∂u

∂x
. dx) dy × (u +

∂u

∂x
. dx) 

      = ρ (u +
∂u

∂x
. dx)

2

. dy 

 

∑F = زجتیل +حاصل نیروهای  حاصل نیروهای فشاری = نتومممو تغییرات  =
d(mv)

dt
= ṁv 

μ
∂2u

∂y2
dx. dy −

∂P

∂x
. dx. dy = ρ. (u +

∂u

∂x
. dx)

2

dy − ρu2dy + ρ (v +
∂v

∂y
. dy) × (u +

∂u

∂y
. dy) . dx − ρu. vdx 

→ ρ(u.
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
) = μ.

∂2u

∂y2
−
∂P

∂x
           , Momentum Equation 

 استوکس( : موازنه )معادله( مومنتوم )ناویر

u.
∂𝑢

∂x
+ v.

∂u

∂y
=
μ

ρ⏟
𝝂

∂2u

∂x2
−
1

ρ
.
∂P

∂x
      (1)     

u.
∂v

∂x
+ v.

∂v

∂y
=
μ

ρ⏟
𝝂

∂2v

∂x2
−
1

ρ
.
∂P

∂y
              (2) 

 برای ما اهمیت دارد. uآیند. سرعت  به دست می vو u ،  2و  1ی  از حل معادله

 آیند: به دست میهای زیر  ی مومنتوم، جواب با استفاده از روش حل تقریبی )فون کارمن( از حل معادله

 
u

u∞
=
3

2
(
y

δ
) −

1

2
(
y

δ
)
3

 حل تقریبی                 
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δ

x
=
4.649

√Rex
≅
5.0

√Re
 

………………..………………………..………………………..……………… 

 موازنه انرژی :

 مرزی جریان آزاد مد نظر قرار گرفت. اکنون معادله انرژی برای این سیستم را به دست تحلیل پیشین از نقطه نظر دینامیک سیال در سیستم لایه

 آوریم. می

 کنیم که: حجم کنترل جزئی نشان داده شده در شکل را در نظر بگیرید. برای ساده شدن تحلیل فرض می

 ناپذیر باشد. جریان پایدار تراکم .1

 لزجت، قابلیت هدایت حرارتی و گرمای ویژه ثابت باشند. .2

 ( قابل صرف نظر باشد.xهدایت حرارتی در جهت جریان ) .3

 باشد.( می zتوان نوشت. )واحد عمق در جهت  ه شده در شکل موازنه انرژی را میاکنون برای جزء نشان داد

 اند( جاشده در شکل نشان داده شده هدایت شده و جابه های )کمیت انرژی

 

 تنش برشی= نیروی برشی×dxسطح

 نیروی برشی= کار لزجتی× کند  طی می dx dyای که نیرو در واحد زمان نسبت به حجم کنترل  فاصله

                             =  τ × (dx × 1) 

                             =  μ .
∂u

∂y
(dx × 1) ×

∂u

∂y
. dy 
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بر واحد زمان + انرژی ورودی از سمت چپ و پایین  زجتلانرژی خروجی از سمت راست و بالا بر واحد زمان = کار ناشی از نیروهای 

 در المان بر واحد زمان

ρ. CP

[
 
 
 
 

u.
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ T

(

 
 ∂u

∂x
+
∂v

∂y⏟    
پیوستگی=𝟎 )

 
 

]
 
 
 
 

dx. dy = k
∂2T

∂y2
dx. dy + μ (

∂u

∂y
)
2

dx. dy 

→ u.
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

k

ρ. CP
.
∂2T

∂y2
+

μ

ρ. CP
 (
∂u

∂y
)
2

 

.u   انرژی    
∂T

∂x
+ v.

∂T

∂y
= α

∂2T

∂y2
 

.u  سرعتاز قبل   
∂𝑢

∂x
+ v.

∂u

∂y
= ν   

∂2u

∂x2
 

( به ازای افت 1سرعت )معادله ی  قابل اغماض است. این معادله شبیه معادله Laminarهای کم یعنی جریان  کار ناشی از ویسکوزیته در سرعت

 کنیم: حال معادله را با به کارگیری کمیت پرانتل مرتب می فشار صفر است.

عدد پرانتل = 𝑃𝑟𝑎𝑛𝑡𝑙𝑒 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 =  Pr =
𝜈

α
=

μ
𝜌⁄

k
𝜌. CP
⁄

=
CP. μ

k
 

                =
نفوذ پذیری در مقابل مومنتوم

نفوذپذیری در مقابل حرارت  هدایتی
=

ویسکوزیته سینماتیکی

ضریب نفوذ حرارتی
 

 تر است یا در برابر حرارت. در برابرمومنتوم مقاوم به عبارتی عدد پرانتل نشانگر این است که سیال

………………..………………………..………………………..……………… 

ای که  دارد. ناحیهرسد. به عبارتی در زیر آن تغییرات دما وجود  می ∞Tبه  Tw: مجموعه نقاطی است که دمایشان از  ی مرزی حرارتی لایه

 های درجه حرارت در جریان وجود دارند. گرادیان
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 گردند. ای که نیروهای لزجتی احساس می : ناحیه لایه مرزی هیدرودینامیکی

.......................................................................................................................................... 

𝛼 > 𝜈  ⟶   Pr <  اگر1

𝛼 < 𝜈  ⟶   Pr >  اگر1

𝛼 = 𝜈  ⟶   Pr =  اگر1

𝛼ی حرارت و توزیع سرعت وجود دارد. به عبارتی اگر  هایی بین توزیع درجه شباهت Laminarشود در حرکت  مشاهده می =
𝑘

𝜌.𝐶𝑃
𝜈و   =

𝜇

𝜌
 

ی مرزی حرارتی منطبق برهم  ی مرزی هیدرودینامیکی و لایه یعنی لایه u(x,y)=T(x,y)سان خواهند بود.  یکی باشند، توزیع سرعت و دما هم

 خواهند شد.

................................................................................................................... 

 آید: در لایه مرزی به صورت زیر به دست می توزیع دمای انرژی،  از حل معادلهپس 

𝜃

𝜃∞
=
T − Tw
T∞ − Tw

=
3

2
(
y

δt
) −

1

2
(
y

δt
)
3

 

ی انرژی لایه  توان با تحلیل انتگرالی معادله . این عبارت را میماند باقی می 𝛿𝑡ضخامت لایه مرزی حرارتی پیداکردن عبارتی برای مسئله حال 

 مرزی به دست آورد.

δ

δt
=

1

1.026
 Pr−

1
3 

 کنیم: را در معادله توزیع دما قرار داده و در موازنه انرژی آن را اعمال می 𝛿𝑡حال معادله به دست آمده برای 

     
∂T

∂y
|y=0 = 0.332

√Rex   √Pr
3

x
(T∞ − Tw) 

"q    شار حرارتی در واحد سطح ∶  
q

A
=  hx⏟

ضریب انتقال حرارت

جا به جایی موضعی

. (Tw − T∞) = −k 
∂T

∂y
|y=0 

با جایگذاری معادله 
∂T

∂y
|y=0  در موازنه انرژی مقدارh جریان آرام روی صفحه( شود: به صورت زیر محاسبه می( 
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→ hx =
k

T∞ − Tw
.
∂T

∂y
|y=0 = 0.332 

k

x
 √Rex  √Pr

3
𝑁𝑢𝑥 یا  = 0.332√Rex  √Pr

3
  

............................................... 

عدد ناسلت(بدون بعد) = 𝑁𝑢𝑠𝑠𝑒𝑙𝑡 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 = Nux =
x
k⁄

1
hx
⁄

=
hx. x

k
=

مقاومت هدایتی سیال

مقاومت جا به جایی سیال
 

 :  Bioبا  Nuتفاوت 

 مربوط به سیال است. kمربوط به جسم است؛ ولی در ناسلت،  kشود و در آن  عدد بایوت برای اجسام صلب تعریف می

مفهوم فیزیکی بایوت : 
مقاومت هدایتی جسم

مقاومت جا به جایی محیط اطراف آن
 

Nux =
hx. x

k
= 0.332 √Rex √Pr

3  

............................................... 

 کنیم. استفاده می های متوسط کمیتای چندان مفید نیستند، بنابراین از  های نقطه در عمل کمیت

تعریف ∶  h̅⏟
ضریب انتقال

حرارت متوسط

در طول  صفحه ای

𝐋 به طول

= hL =
1

L
∫hx. dx

L

0

= 2hx=L 

→ Nux̅̅ ̅̅ ̅ = NuL =
h̅.L

k
=
2hx=L.L

k
= 2Nux=L        ⇨        Nu̅̅ ̅̅ =

h̅.L

k
= 0.664 √ReL  √Pr

3
 

............................................... 

 شود که به صورت زیر قابل محاسبه است : در دمای فیلم محاسبه می kو  Reو  Prی خواص مثل  در این معادله، کلیه

Tf⏟
𝐟𝐢𝐥𝐦

=
Tw + T∞
2

 

............................................... 

عدد استانتون ∶ 𝑆𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜𝑛 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 =  Stx =
Nux
Rex. Pr

=
انتقال حرارت

مکانیک سیالات
 

 انتقال حرارت است.عدد استنتون رابطه بین مکانیک سیالات و 

Stx =
Nux
Rex. Pr

=
hx

ρ. CP. u∞
=

0.332

√Rex  √Pr2
3  

........................................................................................................................................... 
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 رابطه بین اصطکاک سیال و انتقال حرارت:

 آوریم. به عبارتی تشابه بین انتقال مومنتوم و انتقال حرارت. بین اصطکاک سیال و انتقال حرارت را به دست میدر این قسمت ارتباط 

از قبل، تنش برشی حاصل از سیال روی دیواره ∶  τw = μ
∂u

∂y
|y=0   

با سرعت
→     (

u

u∞
=
3

2
(
y

δ
) −

1

2
(
y

δ
)
3

) 

کنیم. و معادله  مشتق گرفته و در معادله تنش جایگذاری می yی سرعتی که در قسمت قبل از حل تحلیلی به دست آمد، نسبت به  پس از معادله

 آید: تنش به صورت زیر به دست می

→ τw =
3

2
.
μ. u∞
δ
   

 شود: که در آن، رابطه ضخامت لایه مرزی نیز از رابطه زیر محاسبه می

(
δ

x
=
4.64

√Rex
) 

 بنابراین داریم:

   τw =
3

2
.
μ. u∞
4.64

(
u∞
𝜈. x
)

1
2
                               (1) 

.......................................................................... 

 :بیان کردسیال و دیواره  لمی( بین)فی cfبر حسب ضریب اصطکاک سطحی توان  را می تنش برشی روی دیواره

τw = cf.
ρ. u∞

2

2
           (2) 

Cf   :Skin Friction Factor : )ضریب اصطکاک سطحی( 

𝟏=𝟐
→    

Cf
2
=
3

2
 
μ. u∞
4.64

 (
u∞
𝜈. x
) 

1

ρu∞2
 

 
Cf
2
= 0.332  Rex

−
1
 برای حرکت لامینار               2

 ی مربوط به عدد استنتون برای جریان لامینار خواهیم داشت : ی فوق و معادله از ترکیب معادله

 Stx. Pr
2
3⁄ =

0.332

√Rex
=
Cf
2
               

 رابطه میان اصطکاک سیال و انتقال حرارت در جریان آرام روی صفحه است.نامند که بیانگر  استانتون می-این معادله را تشابه رینولدز

................................................................................................................................................ 

از لبه  40cmو  20cmگذرد. ضخامت لایه مرزی را در فواصل  می 2m/sای مسطح با سرعت  از روی صفحه 1atmو  C˚27مثال: هوا در 

برابر  C˚27را محاسبه کنید. لزجت هوا در  x=40cmو  x=20cmجلویی صفحه محاسبه کنید. دبی جرمی ورودی به لایه مرزی بین 

1.85 × 10−5
𝑘𝑔

𝑚.𝑠
 رید.در نظر بگی zاست. عمق واحد را در جهت  
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…………………………………………………………………………………………………………. 

شود. حرارت منتقل شده را )الف( برای  گرم می C˚60برای سیستم جریان مثال قبل فرض کنید که صفحه در تمام طولش تا درجه حرارت مثال: 

20cm  40اول صفحه و )ب( برایcm .اول صفحه تعیین کنید 
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 انتقال حرارت لایه مرزی درهم

 بر روی یک صفحه : Turbulentجریان  

های زیادی وجود  کند. در انتقال حرارت در این نوع جریان تئوری های تحلیلی کفایت نمی نوشتن معادلات مشکل بوده و روش ،در حرکت درهم

 است. Eddyترین این تئوری ها تئوری  دارد که یکی از قوی

 : Eddy Theoryتئوری وجود چرخه ها 

 

گیرد  شود و دلیل این که انتقال حرارت بهتر صورت می جایی می )چرخه( باعث انتقال حرارت به صورت جا به Eddyگوید وجود  این تئوری می

است و از این رو از روابط تجربی ی بنیادی برای مسئله مشکل  پذیر نیستند، به دست آوردن معادله ها فرمول همین است؛  بنابراین چون چرخه

 کنند. استفاده می

 : بر پایه تشابه اصطکاک سیال Turbulentمرزی ناآرام   انتقال حرارت در لایه
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 از: نتایج تجربی به دست آمده برای اصطکاک سیال در جریان آشفته بر روی یک صفحه عبارت است

موضعی ضریب اصطکاک سطحی(فیلمی)

𝑆𝑘𝑖𝑛 𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟
 

{
 
 

 
 

Cfx = 0.0592 Rex
−
1

5                  5 × 105⏞    

رینولد

𝐂𝐫𝐢𝐭𝐢𝐜𝐚𝐥

< Rex < 10
7  

Cfx = 0.370(log Rex)
−2.584          107 < Rex < 10

9 

−گرونوف   رابطه شولتز

 

ضریب اصطکاک متوسط
→            

{
 
 

 
 C̅f =

0.074

ReL
1
5⁄
−
A

ReL
                   ReL < 10

7

C̅f =
0.455

(log ReL) 2.584
−
A

ReL
                                     ReL < 10

9

 

A  آید. کتاب به دست می 1-5: مقدار ثابتی است که از جدول 

 

 

.................................................................... 

.Stxی  معادله Pr
2

3 =
Cf

2
 به کار برد. جریان آشفته نیزتوان برای انتقال حرارت در  که برای حرکت لامینار بود را می 

{
Stx. Pr

2
3 = 0.0296 Re−

1
5                               Rec𝑟𝑖𝑡 < Rex < 10

7

Stx. Pr
2
3 = 0.185 (log Rex)

−2.584               107 < Rex < 10
9

 

(𝑠𝑡̅. 𝑃𝑟
2
3 =

𝑐𝑓̅

2
) 

 به دست آیند: 𝑠𝑡̅را از معادلات بالا جایگذاری کرده تا معادلات  C̅fمقدار 

 ( 𝑅𝑒𝑐⏞
5×105

< 𝑅𝑒 < 107)                           :St̅. Pr
2

3 = 0.037 ReL
−
1

5 − 871 ReL
 −1 
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St̅از قبل داریم:   =
Nu̅̅ ̅̅

ReL̅̅ ̅̅ ̅̅ .Pr
 

Nu̅̅ ̅̅ =
h̅.L

k
= Pr

1
3⁄  (0.037 ReL

 0.8 − 871)  ,        ReL < 10
7 

107برای شرایط:  < 𝑅𝑒𝐿 < 10
9   ,     𝑅𝑒𝑐𝑟𝑖𝑡 = 5 × 10

5 : 

𝑁𝑢𝐿 =
ℎ̅. 𝐿

𝑘
= [0.228 𝑅𝑒𝐿 (𝑙𝑜𝑔 𝑅𝑒𝐿)

−2.584 − 871]𝑃𝑟1/3 

2برای شرایط:  × 105 < 𝑅𝑒𝐿 < 5.5 × 10
6  ,    0.7 < 𝑃𝑟 < 380     ,   0.26 <

𝜇∞

𝜇w
< 3.5: 

برای مایعات
→       Nu̅̅ ̅̅ = 0.036 Pr0.43 ( ReL

 0.8 − 9200) (
𝜇∞
𝜇w
)

1
4
 

 شوند که به صورت زیر است : در دمای فیلم محاسبه می 𝜇𝑤 و ∞𝜇ی خواص به جز  در این رابطه، کلیه

Tf =
T∞ + Tw
2

 

𝜇w = 𝜇(Tw)              ,    𝜇∞ = 𝜇(T∞) 

.......................................................................................................................................................... 

 جدول خواص هوای اتمسفریک
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 اشباع جدول خواص آب

 

 5ی روابط فصل خلاصه
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 (                                       )جریان داخلی: اصول انتقال حرارت جابجایی ششمفصل 

 ها : حرکت سیال در داخل لوله 

 : Fully Developedیافته( در داخل لوله  توزیع سرعت و دما در جریان آرام و حرکت تکمیل شده )توسعه

 

 

 نیروهای فشاری   :    موازنه نیروهاخالص نیروهای برشی ناشی از ویسکوزیته = خالص 

                   P(πr2) − (P + dP)πr2 = τ(2πr. dx) = 2πrdx (−𝜇
du

dr
) 

−(πr2)dP = 2πrdx (−𝜇
du

dr
) 

                          du =
1

2𝜇
 . r. dr.

dP

dx
 

                            u =
1

4𝜇
 .
dp

dx
r2 + c1 

B. C ∶  

{
 
 
 

 
 
 
at   r = r0    →    u = 0  ⏞    

روی دیواره

   →   u =
1

4𝜇
.
dP

dx
(r2 − r0

2)

at   r = 0    →     u = u0⏟  
سرعت

ماکزیمم
𝐮=𝐮𝐦𝐚𝐱

  →   u0 = −
r0
2

4𝜇
.
dP

dx
            →

u

u0
= 1 −

r2

r02
 

 دهیم: میحال فرآیند انتقال حرارت برای چنین سیستمی را مورد توجه قرار  : ی انرژی موازنه
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رابطه ی فوریه

{
 
 

 
 qr = −kAr.

∂T

∂r
= −k(2πr. dx)

∂T

∂r
                                                                                      

qr+dr = qr + dqr = −k(2πr. dx)
∂T

∂r
+ [−k(2π. dx)

∂T

∂r
. dr − k(2πrdx)

∂2T

∂r2
. dr]

 

 هدایتی در امتداد شعاع   :  موازنه انرژی یشده تغییرات آنتالپی سیال در امتداد حرکت = انرژی منتقل

= (2πr. dr)u. ρ. Cp (
∂T

∂x
. dx) تغییرات آنتالپی سیال 

قراردادن در موازنه
→         qr − (qr + dqr) = k(

∂T

∂r
+ r
∂2T

∂r2
)

⏟        
∂
∂r
(r
∂T
∂r
)

dx. dr = r. ρ. u. Cp.
∂T

∂x
. dx. dr 

→
1

u⏟

سرعت

.r
.
∂

∂r
(r.

∂T

∂t
) =

1

α
.
∂T

∂x
 
به جای سرعت
→      

∂

∂r
(r.

∂T

∂r
) =

1

α
.
∂T

∂x
. u0. r (1 −

r2

r0
2) (I) 

....................... ................... ................... ................... 

𝑅𝑒لوله ها  جریان آرامدر  <  کنیم. حالت ساده شده حل می 2دو حالت داریم. این معادله را در  2300

 ثابت است. (سطح حالت اول : شار حرارتی دریافتی از جداره )میزان انرژی دریافتی در واحد زمان از واحد

 مثلا یک لوله در معرض آفتاب :

qw = cte →
dqw
dx

= 0 →  
𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= 0 →

dT

dx
= A →  T⏟

دمای متوسط

در طول لوله

= Ax + B  

∶  از معادله 𝐼 انتگرال  r
∂T

∂r
=
1

α
.
∂T

∂x
. u0 (

r2

2
−
r4

4r0
 2
) + c1 

∶ انتگرال  T =
1

α
.
∂T

∂x
. u0 (

r2

4
−
r4

16r0
2) + c1 Ln r + c2 

{
  
 

  
 r = 0   →

∂T

∂r
=    به دلیل تقارن          0

r = r0  →  qw = −k
∂T

∂r
|r=r0 = cte

r = 0   → T = Tc⏟
دمای محور

               → c2 = Tc  

  ⟹   c1 = 0 

 توزیع درجه حرارت در جریان آرام در لوله:

⟹   T − Tc =
1

α
.
∂T

∂x
.
u0r0

 2

4
[ (
r

r0
)
2

−
1

4
(
r

r0
)
4

]      (∗)𝒍𝒂𝒎𝒊𝒏𝒂𝒓 

 T(r,x):  توزیع دما تابعی از شعاع و طول لوله است
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از  ،اگر بخواهیم این معادله را بر حسب طول بنویسیم
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 گیریم. انتگرال گرفته و بقیه را ثابت در نظر می 

....................... ................... ................... ................... 

 درجه حرارت حجمی:

برای ما مطرح است. به عبارتی در یک مقطع  وضع یک کمیت )دمای متوسط( در یک مقطعای چندان مورد نظر نیست و  عملا چنین محاسبه

 کنیم. صرف نظر می rسان برای سیال داخل لوله در نظر گرفته و از تغییرات آن برحسب  دمای هم

Tb)دمای متوسط داریم :  2بنابراین در جریان سیال در داخل لوله ما  = Tbulk). 

 : (از مقطع )متوسط روی شعاعدمای متوسط در روی صفحه ی حاصل  - 1

Tb⏟
دمای متوسط

در هر مقطع

=
∫Q

∫mCp
=
∫ ρ(2πrdr) u CpT
r0
0

∫ ρ(2πrdr) u Cp
r0
0

  
 

 گیرد. ی شار حرارتی موضعی مورد استفاده قرار می این دما جهت محاسبه

 دهیم. ی * را قرار می ، معادله Tی بالا به جای  در معادله

{
 

 Tb = Tc +
7

96

u0r0
 2

α
.
∂T

∂x
                         

r = r0 (∗)⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ Tw = Tc +
3

16

u0
 2r0

 2

α
.
∂T

∂x
  

    
q=hA(Tw−Tb)
→           

⟹  q = hA(Tw − Tb) = kA
∂T

∂r
|r=r0  

→ h =
k.
∂T
∂r
|r=r0

Tw − Tb
=
48

11
.
k

d0⏟
قطر

لوله

   →  Nud =
h. d0
k
=  (laminar) با فرض ثابت بودن شار حرارتی        4.364

....................... ................... ................... ................... 

 کنیم : هم امتداد لوله است در نظر بگیرید، تعریف میکه هم امتداد شعاع و  را دمای متوسط در داخل لوله - 2

Tb (mean) =
∫∫T. dx. dr

∫∫ dx. dr
 

ی مورد نظر( مثلا یک قسمت از لوله را  عبارت است از خصوصیات یا )دمای متوسط سیال در ابتدا و انتهای مسیر یا لوله Tbدر این جا منظور از 

بریده و محتویات آن را در داخل ظرفی ریخته و پس از هم زدن آن به صورت آدیاباتیک دمای متوسط را حساب کنید که در این صورت به آن 

Mixing Cup Temperature .گویند 
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 Tb̅̅ ̅ =
Tb1 + Tb2

2
=
Ti + T0
2

 

 

انتقال حرارت کل ∶ Q = ṁCp(Tb1 − Tb2) = h. A(Tw − T̅b) = h. A⏟
جانبی

 (Tw − Tb̅̅ ̅) 

اگر تغییرات دما خطی نباشد
→              = h. A (Tw − Tb⏞

متوسط لگاریتمی

)        ,       𝑇𝑏 =
𝑇𝑖−𝑇𝑜

𝐿𝑛(
𝑇𝑖
𝑇𝑜
)
 

................................................................................................................................. 

دمای روی جداره همواره مقدار ثابتی توان فرض کرد که  درون یک استخر می ی آب گرم را مثلا یک لوله حالت دوم : دمای جداره ثابت باشد.

 کنیم. در این حالت از روابط تجربی استفاده می است.

 ی با دمای ثابت دیواره : آرام کاملا توسعه یافته در لوله جهت جریان روابط تجربی

یعنی دما شکل نهایی خود را هنوز به  ،ی ورودی باشیم به عبارتی حالتی که پروفیل سرعت کاملاً توسعه یافته باشد ولی از لحاظ دما در منطقه

 دست نیاورده باشد.

 ثابت:جریان آرام، کاملا توسعه یافته، جداره دما 

Nud = 3.66 +
0.0668 (

d
L)Red. Pr

1 + 0.04 [(
d
L)Red. Pr]

2
3

                ℎ𝑎𝑢𝑠𝑒𝑛  هاوسن 

 ی کافی زیاد باشد : وقتی طول لوله به اندازه

Nud = 3.66 

 Sieder & Tateجریان آرام، دما ثابت، مایعات: 

{
 
 

 
 
Nud = 1.86 (Red. Pr)

1
3  (
d

L
)

1
3
(
𝜇

𝜇w
)
0.14

∶ شرط  Red. Pr
d

L
> 10                              

 

Tbشود :   ی خواص در دمای بالک محاسبه می کلیه =
Tb1+Tb2

2
 

 شود. محاسبه می Twکه در دمای  𝜇wبه جز 

 خلاصه :
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Laminar − Fully Developed {
Nu = اگر دمای جداره ثابت         3.66

Nu = اگر شار حرارتی ثابت       4.364
 

Pe = Re. Pr                      (𝑃𝑒𝑐𝑙𝑒𝑡)  عدد پکلت 

∶ برای لوله  Pe = Red. Pr =
ρ. u. d. Cp

k
 

Gz = Re. Pr.
d

x
                 ( 𝐺𝑟𝑎𝑒𝑡𝑧 عدد گراتز ) 

............................................................................................................................... 

 برای جریان درهم: مدخل ورودیاثرات 

ای از گراتز بیان کرد.  توان آن را بر حسب تابع ساده تر از جریان آرام است و نمی ها بسیار پیچیده اثرات مدخل ورودی برای جریان درهم درون لوله

Kays  تأثیر اثر ورودی را برای مقادیر متعددی ازRe  وPr ئه شده ارا)درهم(  6-6 )آرام( و 5-6 محاسبه کرد و نتایج به طور خلاصه در شکل

 ی ورودی از لحاظ دما بررسی کرد و فرضیات زیر را انجام داد : گراتز پروفیل دما را در منطقه است.

 پروفیل سرعت را سهمی و کاملاً توسعه یافته فرض کرد. - 1

 دمای جداره را ثابت در نظر گرفت. - 2
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0.05اگر  ≥  GZ−1  کنیم. های فوق استفاده می در ناحیه ی ورودی هستیم و از منحنی 

0.05اگر  ≤  GZ−1  می توانیم جریان را کاملا توسعه یافته )هم از لحاظ دما و هم از لحاظ سرعت( در نظر گرفته و به عبارتیNu  را مقدارثابتی

 اش ( قرار دهیم. ) مقدار نهایی

دهد؛ و به جای قطر، از قطر هیدرولیکی  های با مقاطع مختلف می را برای لوله Nuب هست که مقدار لوله دایره ای نبود، جدولی در کتا مقطع اگر

 کنیم. استفاده می

d =
4× A⏞

مساحت

عبور

جریان

P⏟

محیط خیس شده

 : قطر هیدرولیکی ) قطر معادل (  

............................................................................................................................... 

 دسته مسئله روبرو هستیم : 2در این قسمت با 

 کنیم. پس مسئله را از طریق حدس و خطا حل می .را محاسبه نمود qو  Re  ،Nuتوان  بنابراین نمی مجهول باشد؛ Tb2وقتی که  - 1
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 Tb2 =
Tb1+Tw

2
→ 

{
 

 
𝜇
𝜈
Re
P
Pr

→ Nux → h → Q = ṁCp(Tb1 − Tb2) = h. A(Tw − T̅b) حدس اول 

→ T̅b =
Tb1 + Tb2

2
→ Tb2 محاسبه ی → مقایسه با Tb2 قدیم → {

→ اگر اختلاف کم بود                 جواب

اگر اختلاف زیاد بود → Tb2 حدس مجدد
 

................................... 

 وقتی طول لوله مجهول باشد : - 2

T̅b =
Tb1 + Tb2

2
→  {

𝜈
p
𝜇
𝜇w

→ Nu → h → Q = ṁCp(Tb1 − Tb2) = h. A(Tw − T̅b) → A → L 

............................................................................................................................... 

 صاف : های کاملاً توسعه یافته در لوله رهمدجریان 

 بولتر( -جریان درهم کاملا توسعه یافته در لوله صاف: )دیتوس 

 

Nud =
h.d

k
= 0.023 Red

 0.8 Prn {
n = 0.4    Tw > Tجهت گرمایش سیال   سیال

n = 0.3   Tw < Tجهت سرمایش سیال   سیال
 بولتر –دیتوس  :  

∶ شرط  

{
 
 

 
 ∆T = ℃100  تا  0.6

Re > 10000           
0.6 < Pr < 100     
L

d
> 60                     

 

 درون لوله صاف روابط زیر نتایج بهتری دارد: جریان درهمگنیلینسکی پیشنهاد کرد که برای 

 

شود که  ی زیر استفاده می دهند، یعنی تغییرات ویسکوزیته سیال با دما زیاد باشد، از رابطه برای سیالاتی که برحسب دما تغییر ویسکوزیته می

 مایعات است :عمدتاً برای 

Nud = 0.027 Red
 0.8 Pr

1
3⏟      

𝐓𝐛 در دمای توده

 (
𝜇

𝜇w
)
0.14
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 شوند. خوانده می Twدر دمای  𝜇𝑤و  Tbدر دمای  Prو  Re مقادیر

𝑁𝑢جایی به فرم کلی   ی معادلات انتقال حرارت به صورت جا به !! کلیه = 𝑎𝑅𝑒𝑏𝑃𝑟𝑐 .است 

 6ی روابط فصل خلاصه

 


